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97 Закон сложных процентов. Ретение ‘Иринпог числа инженерных 
Зарлт заоасит таль от изиеето умовья лофереирниить 2%. Я дал несколько 
рим! Вонеоай гИриЗаАю д0се зЗиозисить, ято Пруяйниио 07 * ость “= 
чем пцисшть сотни спницих © Цез6з“ УЗбОЖАТЬ ЭТОЙ АЛЕНЫ част „ знания 

Теперь мы полхольи к Фуниции совбем другото рода Фучклит 
оторий постояеаоя визичеютно ‹ (= есть основание Неьоровых логариф 
авро 2,7138] золводе но в степень ягиеменного значения. Мля вычисляеи ь 
рифмы и повазалельные функции помощью рядов, и в алгебре доказываахел, чо 

Е ве т ы 8 
5-8 тет вто ва 1% 


Постоянное произведение 1.2.3.4 или 2+4 обозначается Помощи 4 
или иногла 4! 


Теперь диференцируем почлекно 5", очевидно, мы получим 


РЕ ВЫ 


талим образом произеодная ог с^ разеа самой функкан е". Подобпым же обра- 

'0\" мы можем доказать, что проиаподная от с“° есть а^*. Это сдинственная 

фузвцая из известных Иам, производная которой прогорциональна величине се 

ела: по в природе естеё масса явлений, обиаруживающих эго свойство. Лорд 

Мельвив осределяюг эти явления, кав «следующее чзакону сложных процентов». 
Заметим, что если 


т. в. производная у пропорциональна самому у, то 


у — №е“* Пл» {2 


14е 0 есть некоторая постоянная; 6, очевидно, представляет значеняе и 
ШИ 2—0. . 


' орет 


Здесь опять не мешало бы студенту поясвить этот вывод помащью трафи- 
есгих м численных сибражений. Начертите кривую у== 6х и дбиниие, что 
еп узлон равен 22 ординато,, Или вАльунле для х Значения, полоючи. 2, 5,001. 
2.003. 2,098 итд. н Вычислите соответеиь Иииние толучины у, пользуясь 
таблицей логарафмов (Это упражнение с2®у по с°бе полезно, ибо многие на 
практике ве всетда достаточно Аыстро умеют справляться с лотарифмами) 

Чеиширь ралделите пририления / на соутвегетвуюиие приращения 2% 

Находчивый студену может кайчи и другие игронфво болев слозезыю сло» 


собы, вилущие к чему, чтобы освонться с эти пдоеЯ. Чем сложив" тот метод 
тем больше оч будет представлять цены тая в10, раз он будет его сибстнеиыу 
открытнем, но только пусть он поустереяягол, и не станст мучить дрогых, думаь 
их пробьотеть, посващая их в свой сложные выводы, 

98. Нам мпжег быть булех хопей нам садама. ссли мы ройереу не- 


сколько примеров ка закон сложиых продентов. * 


Налии читатели — пли электрики или инжеверы-механики. Если они элек- 
триви, то пни в то же время должаы быть и механиками. 


Инжове|м-моханики, которые ничего не знагт по электричеетни, мотут 
пропустить задачи па электричество, ноп ны можно посоветовать заняться ими; 
в то же время не мешает ветомните. что оаиа Измача. тщательно разреоотаиная 


научит больше, чем тридцагь разобранных елегкя. 
Принер 1 Электрический кокденсатор п! 


тоявной емкости А, черт, дн, 


разряжается червя провоцавк с польции сипротивяеннем @. Пусть ® ем ь раз- 
ность позенциелов (в некоторый момент) между обкладками конт, Фак 
положим, чго па нэшем черт. 58 одна обкладка имеет потенцийл # | -0. 

Начертвы стлелеш, показывающие направление тока С в пыилиике, 


Очевидяо Сем: В. 
Но 4 количество электриче 


в коздонсьгоре равно Ве. п п 


| [( йо 
убывания 9 в секупду —1 или — К“, также тиражает ту же силу тока. 


а Е? 

@ _ 5 @» п 
Отеюд — БК = или = — Г: 

В 4 КВ 

с 

т. е. величина убывания ® В ссьуиду, прояорциональна, 
г, й 1107 побин независимо от того, 6} де эй Тог умень- 
пи и9е умеличение, мы иыином ий им слорных 
пропентой. О’бюля мы заключаем, что гагех аль дело 

Фупкцией и на освовании машето маленького опыта, мы визу, что 


Чет сзучаю (1), огьудь следует на основании (2) 
я — КВ Ма 4 ; 1}. 


На огвонавни этого мы нолучим правило дли озределерия сонротивления 
чзолявей пловай илн коцленсатора. 


Е 
Таз нии 18 6 — 108 г — КП» "0, @бли в, есть соменциал в момовт 
4 и =, — потенциал в момент &, имеем 


КЕ (168 В —1ер в) =Ь 
КВ (се 8 —ю2 = 
Вытнтая, получны КВ (105 #, — 105 и 


о. Е= В): К Е т, 
Е] 


Неойходиыо скавать, ч10 Номерон лося чисав юр я — равеа оби» 
НоВени и погарнфиу -— 1024, умножонному на 9,8026, 

Пример, палоблии® это пизтольно изучениыб инабиером, стоит Два лезли 
тама пили, про@лиимых к 

Иринер 9. Ньютоков закон охлаждения. Пролстазим сьде иеао при сем- 
пературьи # (сравнительно г тамиературий окруяонепиые 964), теряйнцее теплоту. 


е-ыак. 


при ныш еворогль экото убывания препорцаонельйт в 
^ йе 
Чакин сбпалом пусть р — — @6, 
ИТ 
гди | сс» время. Тогла на основании (2) 
в = я ч №9 6) 
или 108 6 — Юре = 97 


уст, в момент & теупвоватра будет г), авмомент & — и, тода 105 ®; — 
Тю и, —а (6-1), те ш може быть определено опытом. па* равное 


Гуси крученото ваната или врои 
эелсопот» наконечника в рухазах набосов. похокий во ввещаем" виду ил 
цезеинх) постешенно с’узинаетсм книзу в 
ь. утобы 3 аюбой точна вм, повучалосе 
' нАпризевые / Фунуор на ввадр» дюйу, Ис у остро 
Очгне п руесстой ини 2 от ви Шах ва, 2 и- бу его по 
перочлие печаное в расстоанаю -- 3 от лнмлы® окоиечяисти, то Г. бу оче 
ВИНО ВЯрозит ва малого об’ема, ваблтаениюго и 237 # и +6. Этот об’ех 
ранаи чё. у, а, эелы у воть нес едидицы одеть та 


т бр Об 
Эмми" ростиениую 
. п 


в биг 


-= Чу & 
бу. у де ви - — 


и рабБшо, у . ее -“ - ЗЕ 
Е с —= 0, у =, (ети ноперечйае оечиные ках рав лоетачишсе, 
чГРОбтх иыдаржкать груй НА полвешенирй книзу (очезилеь [3% = 1”), то Уз==й, 


ТИК ВЯ #*— 1, 

Неаиту туисвятЕ, то (5) выражает вавуй, по ваттрому 2 
стержень. 

Присиер 4. Сложные проценты. 160 фуигтов огданы ззабыы по 39 го- 


ДоНых, в плаше года сумма. возрастет до 103 фувтоь. Та как 3 тачение сле 
НуЮщего года ироцепен будут наростать на уведличившийся капитал. то в это: 


й с ужинаться 


ее 


тих прирост будет больше, н будет все увеличиваться г каждым следующим 
тодом. Здесь приеоединение процента делается чрез каждые 12 месяцев, но оно 
зожет происходить каждые шесть или три месяце, ожеяелельно, ежедневно или 
каждую секунду. 

3 прирозе процессы соворшажтся обыкновенно даже непрорывнее, чем в 
послелнем стучи ь. 

Представим собе, что шющенты прибанаяются к капитнау непрерывно, & 
не селчками казлей 1 читая вот? в Тод. Пуоль Р одезчась сумму кз= 
питала к концу # 21 


Тотда &Р во время 8! буде РВ. 3 Г, а отсюда, на 
3 ] у 100 и ти о 
оснований (2), получим 
- 
Й 
р фе 
те #—= Р,, папиталу в момент #==0. 
Пра Трение ремня по шкиву. НКотда отуевты лезают опьмиы с 
волислого роль трением, ети плжты позаботиться № неподвижность ии 


том можно было заметить натали» ©1002 


Наляжение рэмня в точке И” оба т , лжно проодозевать 
не тозько натяжение То, нп также и тривше мелуф ремиея и шкиеом 
ы р Ес * Га ОР 
Рассмотрим натяжение 7’ ремня п тачке Р, черт, 59, когаи за @ 
равен 9: в талже нативение Г--07 в точке 
5. при угле 905 раувом 6-50. 
Черт. 60 пре чет часть ОРЯ в 


снльно увеличенном виде, при чем 89 олень 
мало. Расоматриваи давление, прижимающее 
малый отрезок ремйя РВ к шШкуву и паи 


Р5 все меньшие фумиеры. мы нодиа, это 
равнодействукниая этого дакаения равны 1. 
. 60 *), так ага '' трения. если ь — 


коэффициент гревея, будет р. 790. 

Это и есть та величина, которую долж- 
но превосходить 5:7. Когда 57 достигло ве- 
Черт. 59. личивы в. Г.28, то в этот момент только ‘что 
начинается экольжение. ы 


ы м, ат 
В этом случае |. Т. 50—57 наи т — „Г — вакон сложных процентов. 


*) Найдох равнодейотвующую двух равных сил Т, составляющие между собой ухол 50. Этл 
три силы будут озраллельны сторовам равнобедренного треугольника, плобъзжетного ва чат. И. 


|] 


| 


[*] 


Черт. 61. 


1де 4В = СА предетавляет 27, угол ВАС = 10 и ВС предстапает собой равподебетвующую. Теперь 
озевидио, что по мере уменьшения 20 отнощение ВО’: АВ все более приближается к величине 80, и 
потому равиоденствующая становится равной 7, 56. 


= «ее 


6 я 
Отсюда получаем 7'—= 668. Положим теперь 7Т»=Л., когда 6=0 и 
6 
7= 1, когда 8 = ОИ’ или 6,, и мы получим Т=й, ТГ, = Те. 
Рассчнтыгвая колнчество лошадниых сенл ЯН, порезаваемых шкпву помощью 
ремня, мы должыыя помнить, что Е == (Г, — ТУ. 


. Г: 81000, ебли Ти Т пыражены к р 
, вел То выра фунтах. = ВЕР. 
и] есть скорогль помня в футах ву 7. ` 
Еромв того от пелиуиие сам 7 завасит } б 


прочность ремня: на основании изиих лмзодое 
мм нолутаем сощеизвестиое правело лан р%% 
прочности ремня, 


Призер 6. Атмосферное давление. Пусть на высоте ^ Фут. над данным 


ГорЕлоитом тзавдение атмосферы равно р фув:ов на квадр. фут, п ва высоте 
и-|- вр (изв легсо визоть, Яр отревауезто, Лавление на №460те й более 
посветуиивумитеяго 2 эту А-- Сл на незичину весй в0идуха, Ваня 
опем равный 287 ут. Нели вес ищо куб. фут вийлуха и 

фунтах будет м, 10 — бич. и. Но и 1 ть везоторая восточный 

в случае, если температура постояина. Озеюда — би =е ор. йА. п) 

паи :- =.— ср. Следовательно, ви И раньше, мм ичечи случай салона слоя 

ных процентов: быстрога уменьшения давлоптя по мег йПоднятия оннох, ван 
унелнчения его по мере того, кл мы опускаемся вниз, пропорпиоттльчия помому 

\аалению, Отсюда р —4е “*, где м есть незоторая постоянная, Игаи и ры 

хоглв & 0, 10 @= и). тах что зазон выраянтсл уравлеянея 


а 


Чте касается до с, 10 легко видеть, что оно равно ор,» прн чем 9» 
представляет собой вес одного кубического фута везлуха при лавлении 7». 


Если температура {! ‘°голютная) постоякнг, и , есть вес куб. фута 
30% 974 
воздука при 0°С или 274° абсолютной температуры, ть с равно с и 
* то 
Если м следует адиабатичесному закону, то ри’ (у дет постоянно, от- 
ре ч0—ерЙ, тде + ==1,41 для воядуха. 
у > м - бр ы 
Тогдь уравнение |1!) приннмает вич бу — вр 0й или — — еёй, 
-= ей, отезда — тв! ==ей-- С, Еслы р-р при й-=0, то 
ЕЕ 
мы найдем С н получим 
1 1 
— ры 
р — у ——— ей к а) 


что представляет более иправнльный завон для атмосферного давления, убы- 
вающего кверху. 
Заметны, что, если мы имеем аднабатнческий закон реТ == — постоян- 


кой, 40 22==В; отсюда следует, что абоолютная температура пропорцио- 
т 
пальна ‘. Таким образом гравнение (8) обратится в 
1—1 


=& = -—й, 


Е 


То есть величина убыли температуры в такой массе газа постоянна 
на каждый фут поднятия вверх. Сравовть ® 7+4 (4, когха Ф= 0. 


Пример 7. Маховое колесо движение, которэго задерживается тре 
нием о жидкость. 


Пусть а скорость движення в радиапах, Г чоуви пнерщин #008. _ 
Польжаи, что сопротинленае плежению пазтг чащен № круг сова, иропор- 
ЦИОБСЬНЫй скорости, положим Ро, тогда 
Ра = —ГХХ угловое ув ы (7 
Ча 
или 1 Ра = ли >. 
И 
а йа Е 
куди, — = — -@ 
6 & 1 
Следовательно быотрита, уменьшения угловой скоростн © пропорциональна = 
Е 
в 


т. е, мы имеем случай закон сложных процентон ил вое * вы 
тде а, всть угловая скорость в момент #— п, 


имж трения меху водега о твердое тело. Птиь а 
от трепая. 


Сривтие это с 7 
булзу поотоянные молелт 


Бнесто 11) получиз 
[223 а 
и Ту, вл я Вт = ( 
[0 
отеди и— тия НН 
, 
изу “= ‚ , (2. 
где со есть угзокая есорсоть пон #=0. 
Возврилоялев в вузам трелой о жилзобть, кола наяьвем ЭГ иеренсвомй 
морент от тревыя, то будем вые 
ПИ, . ‚ (8) 
ы 1 
Обратим випмание на аналоги" этого слутая = следующим закомен ло 


электрической цепи. 


9: 


Пример 8. Замкнутый электрический проводник. 
Существует закон Ома мя ростоянных зовут именно У= ПС, те Е 
зеть сопротивление цепн, С есть сизл това, проходящего в ней, У— вольтаж. 


Обыкновенно, ® выражзьтся в иупх, С—в амперах, Ув вольтах. Еогдя 
ток переженный, "о этот закон полульет тазой вид 


ас 
У = ВСЕ — 3%, 
ы ве 
Ч 
Ед и есть величина прирощевия овлы тоЕх секунду, а й Пред сталкаяст 
Г 
самоеы у жииие пи ИН, выре иеНиУ!о в гев [\г. 


Озозизио. что Г, есть плеграва 
направлезию тохз, когда сила (ии 


1. Если Р=ов (1) 


пудительная сила, действующен обратно 
растает каждую секунду на один аюнер. 


И В 
заре № © 
Е Е 
то представляет собою закои сложных процентов. Следовательно 
В 
г. И 
С — Се (2) 
2. Нели С=а-+® ® ло 
ас 
7 == -- 0е 


мы получим Г- Ва, т.е 


г постоянлой, зата сила тока ий 


велизипы | ПОдАГАХ окт ши, дительную 
н а 
970 # — —, мы. найчей 
в ' 
п, 
| | . 1] 
а ГА ь 
Еся примем (= 0 та #—=0 
у 
ВИА 6 —— р ›Й Ш ССНОЗьНин Этого мы може изаиеать 
И 
+ 1 ра = 
( т Га ‹ } - ‚ (4) 
Крив?!!, похззывазтщая, как С вамраслает при‘ нобжоеооий электропазбу- 
дительной силе, должна быть вычерчена дня какого-либо частного слузаа, на- 


чнная © #=0. 


— 8 


Какая 


Так, например, вычертите ее при =100, В=1, Ё=0,01. 
сила тока получится сбинянтельно? 


99. Шеткие упражнечия в гифференцированин и интегрированни 
1. Пользуяее формуло@ остякт. 70, найти радиус кривизиы кривой 


и =, при т==0. Отшене 1 ! 


2. Точка и\, и, находится ва крен м — №*, пайти уравнение каса- 
тельной в этой точке. 
У 71 


Отели; =. т 


|. г, у 


Пайги уравнение иормали. проходящей чрез эту точку. 


Обмаеиы а =. 


Неати 176 поднормали. (7 # 


Чу 


Найти длину поднасательной. Оше’ у: ;_ пли а 


* Найти радиус нривизны цепной линии == (“4-е”), в любой 


точке, 


Отаст г= 
Б вершине ава и ==0, гт=е 
4. Пусть у = 8“, тде { означает | --1. 
Показать, что, еслн $ принять за алтебранческую величину, так что 
Ц, ИЕ-ЩЯ, #1, ит. д. то а. 


5. Найти < под условием, чтобы уравнение и — Ав" было справедливо 


, 
у 


когда ИА Г 12у == 0. 
Показать, что в данном случае получится два значения для о, и что 
ПЕ- де ры 
6. Найти подкасательиую и подиормаль в цепиой линии 


[9 Ш д > 1 р 
=> (4 {2 ”') или, как иногда иншут, и=-е с08й 2/с. 


11 — 


ет „- 2, 
поднормаль равна, э Я -— или и — 
7. Если усповимся называть расстояние Рх, черт. я 
10 ланна тангенса вышеуказанной цециой линан 


, часть Т, длиной тангенса, 
. 


> 00° 


- - ЗЩ} 


Лавина Гай може 
будет равна = 


” 
'ать названа длиной нормали п Лан ианной линии она, 
свя” или уз, 

2 


5. Найгн длину дуги 


попой линни 
ЭТОГО дано в п, 39. Ч 


ег ) 
. от | 


„! Притило для 
у = ива ИЗ вой, празем © вами коап- 
тинит, а расстояние 1 рав П илл кей коарливотьмыи ну 
>, 
"Те! . - бл | |; 
ет - 
В 1одЯ это в РРАПоТ 


т. прибавляя к 1 м изилебля киозоблный корень, получны 
54° ‹ ‘| Инеюграя этого выражения раки 
взиот сопой длнну дугл 
саль это тах: 


у 
| 


} и предета- 
АР, тви вай он разен 0 при =0. Мы мозая напи- 
== ЯВ * 


\ 


[$] 


Черт. 62. 


9.- Найти площадь цепной линии между ОЛ п 5Р, черт. 62. 


. 
„0Я 
Площадь == 5 (бо-Ее "14%, 
в2 ма Е 22 пя 05 
или О ТР ох = }. 
наче говоря, 
г? эВ ас. 


площадь, ограпиченная некоторой ординатой 


при 2, равно 


Цепная ливия у= 4+ =”'} мащлется зокрре оси хо майтя паощижу 
кикаивнапой тазим образин исзьрхносты, аиеанщей ( рму песочных часов. Ом @ 48 


2 1 


« -- ы ‘ 
и г н = и. } 
Е. риа 2 а, я 
Площадь = 2 / ме г. д [= ‹ . ` 
о 3 
Ъ пределах межу орлинатами пря пх 0. 


Любопытно, что ферий пеготигиех вулканов томов, ч10 их вез 
О7дго подчиняются злкону соджтых ироцеотов ва нолобне накопети 
ЕзвОВ насосов, 

Юегпжям, что заны радиусы вертиям и особования гакого вульлиа раз- 
ные соответственно @ я 6, и высота его #, найти об`ем. См. н. 46. Приняе 
0с> вулкана за в=ъ 2, нолучьм. что кривая у==бе”, образует вращением во 
Еруг этой оси поверхность горы прл условии, что 


ия ав 
шав ру- 


Осы = я ”ы ‚ #2 


0 


Но а—8еб® так что нап ответ булет = (<2-—0%), 


100. Гармовические функции. 


Студевт м уже раньше рекочерлиюзлиоь вычертить иа баеимиия сину- 
соиды подбеие уз вт (6-6). (1) и застать себе вначения 
вельчан я, В хе. Можио было бы не №вдтать более аб этаи. Ио вичертим 
ВлОвБ гу иромую. Мочену объ ичныеаятся, гдз крипой восннуеа? (Предио- 
зожны, го е равно 3 = илн 00°» Зашетим, то. вле бы овачпо па бы30’ зе 


ым (5= --е` не мет никогда быть более - 1 пли меаее — 1, (37 

вечно знают, чел зт 0—0, зи! { (или 49“) == 107, ЭЙ - (Ай 90”) =1 

-. 87 кг : т ы 20 

Сы (или 1357) == 0,707, «тт (шаш 1601 =- 0, эта 7 Чилн 9257) == 0.707 
э “= 


Зи Е вь +. о СЕР Е 
Ут => (и2и 270") = — 1 чп т (иди 81:0] — — 0,707, чп 2л (нзи 36°) ра- 
ВУ ЭНЯТЬ нуле, а затея 5 6 в 11 — =). Даже атих зиатомай поттги 
достаточно, чтобы прелставить соби чилнеибризнти форму краш. На, т4# как 
снус никогяя ве может быть более 1; то яаноольшее и нанменьшее значеяие 
у бузет а и — а. Поэтому а называотя амплитудой кривой илт фунедия. 


При в=-0, у=а яп е. Это дне 


пам зваление # Другий нуть ого ва 
хожаения — о предположение, что когда 6х = @е пав же — р: А 
у — 0, Когда =» оначает время, иля когда @® есть угол, оинсанный мотышем 


(3 


или зв5спентриком, е носит различные названия; инженеры, изучающие дьи- 
жение + нива, цазывают его углом 7редварения инштника; инженерыы— 


злектриня яззызают его опережением пли (вогда оно играцательно) зазаз 
дыватиеии © 


Заметим, что когда 61=2к, мы ямоем то же положение, что и при 
2—0, поэтому обыкновенно 2г.Ъ называют пернодом пеличины ©“, 


а 


Черт. 63. 


Кроме зетода, цанного в нунктй 9, я предлагаю стуленту вычертнть кри- 
вую по следующему способу. Дустэтотню небеьльшого знаменетев, с элементарной 
тригониметрией, чтобы убедиться. ят0 он даёт тот жз слаце фозульет. Эти 
совертенно то эте, что делают при пытерчивании проекции спирали (папичиер, 
эннтеобруяяой зинии) в практическое оорчелни. 


Проведем прямую ОМ. 


Опишем круг около точки О радиуса а. Отложим угол ВОС разный е. 
Разуеаим ипружиость круга на несколько равных частей, ознайнв точви деления 
цифрами 0, 1, =, Зит. д Мы можен также пазвать этн точки 16, 17, 18 и 
т. д. или 82, 38, 34 и т. Д, погал ьма обшли Еруг один, два или более раз. 
Отложить посколько равных отрезков ва прямий лннни 0* Вк 4/, и обозналим 
их вумсрами 0, 1, 2 и т. д. Тецерь панесьм вертикальные н горизовтальные 
проекции и получны точки кривой. Расстание В. представяяет в том же 
масптио" изи в другом период величины =“ пли 2=/ф. 


Еюли предоставим себе, ‹л) ОС’ есть молыль, равтоуерио вралцающийся 
обратно цаправлению часовий стрелея в вертикальной илискоети бумага, то зу 
в (1) бт вырозать расстояние О от ОМ. Ве угол, составлнемый в неко- 


торь уимент ОС с О, п, если % означает время, то @ лиразиает- угловую 
сворость митыля, в 27» продставих время одного оборота мозызя или продол- 
эжительни роза дважения, у соло отодоижение в некотеный момеат от 


средняго пу-исяония ползува, приводиигто в мертикальнос движение тягой бес- 
зонечной дайчьы, проведенной к нему от точки С 


Простое гармоническое движеннь можит Фыть опуерелеко, жлб т9щ0е, ко- 
торое в-оГражается уравнением 5=—а 5 (М-*], глб в веть рибстоиние ет 
Некотовото зреднего положения, а«— амплитуда, е опережение или зана-оаание 


фазы или предварение, а 6 ракво 15/7’ ила 2=/, тдз Т’ есть прадолжиольносль 
пернода, или [есть Число перьоД9н в олийице врехенн. Млн Ошо у т Мль 
определено, как движение некоторой точки, совершающей равномирьое дви- 


ВТ =. 


жение по кругу, проектирующиеги на днаметр круга (в таком виде натример, 
часто нчйлюдается движение спутников Юпитера по орбатам, вилемым под 
@итрым угаом), или. как двназнае поллуна, передаваемое от пальца равнемерио 
нразцижищегося знупала чиюродслном р дчииной тяг. М, Бае увилим 


ИЕ 


Дазьше, еегь таки4 род двежелия, в котором Находятся тедо, когла са, № 1 
отвующях нъ него, пропороронатита уисслояние оо» уел от полоаеаия рай 
иовесвя; таково, напрумер, движение хббрх н вии боко-29ба масел, ти 
пеней Ев пружвне, пли движепие Мимимго манмуиьо, вотха холебъзии сто 
малы. Это есль самый простой вит колойиуельных движелий та, 

Меотят ГАЗУ РННУГОВ. ЩИХ В РЕНИ 
случае пристре УЕ м 8 трансе Маю, 
Ел чт ‚ 0 СОЛЬ зи пего сазого вальеО 1: › |0 ЗПЮРИЧИО 
мибтим другам явлениям. Тешерь орстаралаоя запомнить, уовя ого ее ие #0 
казани, чтё если 

- , ау 
у-а эт (6х т к = 29 60$ (Вх -- 2) 
р а 
и у. 6х = — 908 (кс) 
101. Положим нам нужно вайги произвохную 
п Ыб. а ея и, 
привимая в претидущей формуле г =0. 6—1 ич= 1. 


Как и раньше, пусть <^ возрастет до >-|-62, тогда получим 

уу эт а) .. :. (2). 
Вычитаз (1) чз |. мы найдем 
ду — т (х |-82) — чт , или 2 с0$ (®-Е 2х) чт Йа (в п. 8) 


эт и 


ыы 


Отсюда < — 00$ (#-Н ЗА ве) 


61 


Начертив уалый утол о и вспомнив, что предетакаяет собой $1 а п», 


ы п а 
[:] легко найти значение -——- при а убываг- 


Г 
| ем ло пвспонечности. Так, пусть на чер- 


ВА тва" РОЯ означает угол. Дуга РА, разде- 


лешезя па ОР, давт з величину угла в 
ви разияхаят. Перпевлякуляр же РВ, делен- 
ный 1а ОР даер синус угла. Отсюла 


яп а РВ 
—5 = РА 1 Очевидно, что величина этого отношення будет тем блияк 


к единице, чем будет меньше угол о. Итак мы можем с тем большей ве- 
роятностью принимать равными 1 отношения эх, зи а и \ 2 одиого к дру- 


гому, чем меньше угол в. Если в предыдущем выражении мы будем рассма- 
тривать 1/82; вместо а, то в предене получим 


— № — ‚ 


[| - 
= х, ебли у= т х 


и отсюда /соз 2. @е= т 2 -) 


102. Но недостаточно доказать пехобную вещь, — нужно е ней хорошо 
пЕНОИТЬСЯ. 

Для этого студент должен взять справочную книжку ( математичесийьт 
таблицами! и проверить это и резь. 

Неспаотье в Им, ото ати книжен составлены одия ля гозершенно не 
щих телей, дотгие дая о’онь тчены Э.И мтому в них пе всегпа над детнь 
перевод радианоь в гр; си ойратай. Не следуг НаЙЫВАЛЬ, ПЭ в Зет с05 ЕЯ 
мо: иыражаем 2 в радюанах. Рабомиервы хоть Саодующую маленькую выдержку 
из тиблии. ввятую ни удачу. 


10,0133714 ВХ 
41 0.7158 УВаЮ 


0,0130718° 0,7512 
42 т3з0> | о,беоузон | 


5% = 
Ясли воцынИы, 910 — в важдом случае в донствительности булет Сред- 
5 . 


ау а 
ним значением а для очного градуса или 0,017145 раднана, то легко поймем 
_—— ии 


*) Доказательство более общего слутая совершелио в том же род», Тогда булет 
у —а эт (6х -- с) 


Уи = а за В (им с] 
ЗУ = 20 сое Ву е р ль 8%) эт (9. 54). бы, а, В 
ыы ›; бы (А ай. 83) 98а (12, 64) 
эх ых зб 3% ° 
Сташем уменьшать 92% тогда получим 
г. аб со$ (5х --- с) и отсюда [а 605 (5х-Р с). ах = зт (6х-ре) 


Теперь возьмем другой случай. 
Если у=а 008 (6х Ге) — это то же ©амое, что 
у=а эт (ы +. 4 =) 2 эт (6х <). 
Чу 
Отсюда, = аВ соз (вл с) = аф сок (. в + 
Г: 


ы = — 26 5 (6х с) 


Отсюда [а 5т (6х ``). бх = — ы 60 6х о). 


та р — 16 — 


Иешу оно не будет в точности рзеяо касинусу =. Пусть студинг сах убедится 
= иняимьсо флязко "057547 выражает нелечиту с0$ 41°. 


\ 
103. Легко убадазьсй типим же путем, что, если 


Чу з - 
у — с05 Хх хп в | 9х. Чх == 608 х. 


Знак — нужво запомнить. 


Поясняет примером: 


Е - й Срелиее 
пан утих а | К уя тмаь ых 
грауля развал с. тез, : 
и. оз ПА аи 
0,0051122 ° —0\856 . 
ри 0,3665 0,933580% 


ОявайВа | —0.36А6 
и 0,3840 | 9.271839 


Защезии, что у уменьшается по меро увеличения >, Замететье чже, чи) 


зт 91” мли = (0,3665) ==0,3584. 


104 Гт лоугое доказательство того, что проялвйлияя 31 = ранвл с05 х, 
Пусть 4ОР, черте 65, равно 6, 400 —0-|-259. Пусль РО- излая дуги. оп 
завиия иило О. как центра, и ОР= 00-=1. РВ перпенянкулярла в О’ 

Тотта АР=у==зш 0, ВО (б-р 60) =у- гу, ОР-= н ВО=8у 
Дина дти РО по мере уменьалсива 
угля 50 все болие приближается к ллепи 
прямой линии между Рн ©. 


4 В 6) 
"Гажим образом ОР изи 5 делает 
все более близким к соз РОЯ ва сс% 
ду . 
Черт. 68 В пределе ей = 603 0, если у== 3 6 
Подобным же образом если 
2=—00$ 0 — ОД, 82 = — ВА-= — ВР ю 
92 РР НН 
дю — 30 
Рилотилестоа иди лить рада имеют ме боакшую ценность, когда сту- 
ант иризумоет их сим, Воленй путь для лутшего ознахомзания с нлеями 


пмеех твиу 


7щзт бы большой ошибки 5 сторачы автора кинсн давать слишком 
их доказательсти. Оп солонен отдавать препмущества зем доказа- 
‚ иИтрыв он открыл сам и кохорые поэтому были иееценимы в его 
собствевяох 1 


Е 


#05. Заметим, что если у == 4 зщ ох 4 В сов ах, то 


Фу Е 
Не =— 07 и яя — @*. 
Е 
Сравним 10 © тем, 9710, еслн у == е"*, Е ау, а 


шей математики к инженерной науке это сходство и различие между двумя функ- 

Циями “7 и зШ ах приобретает важное значение. Заметим, что, если через # обозна- 
а ы С И 

чить — 1, те й=—1 ЙЕ ит д, то при у==е"”, аа. == 249, то 


же самое, что и для функции синуса. Срави. п. 99. 


. 106. Уражнение. “Те, которые знакомы с доказательством теоремы Де- 
моавра в тригонометрии (доказательство легкое; вообще доказательства всех 
математических положений, ныеющих применение к инженерной науке, просты, 
затрудвительные случан встречаются только в академических трудах), знают, 


что ири всяких алгебраических величинах, с05 ас==\М, (2-е) п 
в 1 7 —& 

эт ат— — (6 с 2), 

—. # 
Ах Если это так, то предлагается доказать наши осиовные положения, 


5 107 Пример. Нлосвая замкнутая электрическая цепь, имеющая пло- 
а Д кв. сант., может вращелься с равномерной угловой скоростью вокруг 
оси, находящейся под прямым углом в направлению однородного магвитного 
поля Н. Предполагается, что М выражено н С.@.5. единипах. Нусть 6 озна- 
част угол, пройденный при вращении от того позожения, при котором в цепи 
проявлеется панбольшая индукция 4; очеивдно, что в положении 6 индукция 
в ценн будет НА соз 9. Если угол © пройден в течение времени & с утшовой 
скоростью 4 раднанон в секунду, то 6—0. Таким образом индувдия 1— НА. 
©05 9. Величина ее приращения в секунду будет — 49Н эт 4, и зто будет 
выражать величину электровозбудительной силы в одном обороте проволоки. 
Если имеется 2 оборотов, то полная электровозбудительная сила будег — Ад И. 
эт 9 в С.(.5. единицах; если мы хотим перейти в торговым единицам, 10 
вольтаж выразится 


— пАЧН 108 зт ЧЕ вольт, 
и представит собой простую гармоническую фунвдию времени. Заметны, что 
ермни «вольтаж» употребляется для выражения линейного интеграла электро- 


возбудительной салы независимо от того, выражена ли она в вольтах или в 
других единицах. 


Пример. Обмотка альтернатора проходит через поле, которое производит 
ней ивдукцию 


= А-- А, эт (6-е) 4х эт (#9 =), 
Де 0 есть угол, на который повернулась обмотка. у 


Еслн 4 есть относительная угловая скорость обметкн и поля, 0== 0% 
сли обмотка содержит в себе оборотов проволоки, тогда вольтаж будет 


от 

нео, (аЕ--=)-Е Аг г сов (тё--еи) } 

ры с ищется | ть 
_ = Г "ще 


8 


Таким образом мы видим, 910 изменения в +спряжении поля, частота 
(тедиепсу) котрых выражается числом ”, во 'золько же раз увеличивают 
отклонения в электровозбучительной силе. 


108. Положны, что прин подвешивании ка доойиой нити (бифилнр) 
означает вес пнодвешенвой массы, а и ь расстояния между нитями внизу и 
звверху, в вертикальная злина нитей; есзи разность вертикальных слагавнцих 
натяжения интей равна 7, & 6 — угол отклонения от азимута, то мемент 
сопротивления дальнейшему вращению будет: 


а) и“ со Ре д 


Заметим, что, для того чтобы сделаль прибор более чувствительным, 
пужно только передать больше нагрузки за одну нить сравнительно © друтой. 

Момент сопротивления вращению тела, отклоненного от состояния равио- 
вееня на угол 9, часто бывает пропорционален эп 6. Так, если И’ есть вес 
сложного маятн ка и ОЗ— расстоявие его пептра тяжести от точкн оривеса, 
то №. Об зп 6 представит момент, который будет заславзать маятниь вер- 
нуться в положение ракне весия. Если М будет момент магнита, откзоиеннохо 
на угох @ от положення равновесия, в поле, нанряженые которого И, то НМ. 
зт @ будет момеит, заставяяющий ето вернуться в позожение разновесия. 
Тело, прнводимое в денжение кручеиием проволоки или стерженька, будет на- 
ходиться под влиянием момента врамения, пропорционального 6. Когда, угло- 
вые отклонения малы, мы часто в этом случае принимаем эп @ равным 9. 
Иногла тело может ваходиться одновременно под влиянием нескольких сия. 
Так игла квадратяого электрометра полнетена на двух нитях, но в этом случае 
присоединяется еще некоторое электрическое сопротивление, которое является 
благодаря плохой идее и конструкций и которое вероятно может быть пред- 
ставлено выражением подобным а8 -[- 282. 

Еезв нити жостки, их собственная жесткость вносит поправку проиорцио- 
нальную 0, которую мы не включили В (1). к 

Иногла вводят некоторое сопротивление, соеднняя маленькую магнитную 
вглу с иглой эдеьтрометра, что обусловливает прибавку В уравнению члена 
пронорцнонального 5 9. 

В некоторых инструментах, где движущесся тело сделано из мягкого же- 
цеза, момент почти пропорционален зи1 29. 

Исли момент сопротивления есть М и тело повернулось па угол 86, то 
вовершенная работа равна М .20. Отсюда, работа, совершенная нри вращения 


0, 
зола ив положення 6, и положение 6», где 6, более 8,, будет 1 т М. 98. 
й 


Пример. Момент сопротивления вращению тела равен @ зи 6, где 0 есть 
< 
соя позорота, какая работа совершена при вращении тела от 5, до 8? 


Ответ: ] - 


1 


с зп 0. 96-=а (605 65 — 603 6) = @ (с0з 8, — с0$ 6,). 


Пример. Сопротивление тела, вращению отчасти состоит ив иосхоявного 
южента вращения а от трения, отчасти опрехезяется выражением 09-50%, в 


19. 


частью выраженпем е 51 0; какап работа будет совершена при вращенни 
тела от 6==0 до какого-либо угла? 


М — момент вращения — а-- 60-|- 62-е эм 9 — 2 (0) 
Г — работа = 0 -- 1.562 + 5663-е (1— с0з 8) = (6). 
Эта величина называется потенциальной энергией тез. в похоженни 8, 


49 
Кинетическая энергия вращающегося тела ость Г а) > ТА Т есть 


момент инерции тела относительно его оси. Когда тело отклонилоеь на угол 8, 
2 


{1 
его полная знергия Ё`равва т) ЕЯ (6). 


Если полная энергия остается постоянною, п толо, находящееся в поло- 
жении 6, движется по направлению возрастания 9, при чем на него ве дей- 
ствует никакой силы кроме его момента сопротивления, то оно будет продолкать 
двигаться до нозожения 8, при котором 


2 
7 (@) +70 =#6,). 


Таким образом, еслн вид И (6) известен, 0, может быть вычислен, если мы 
знаем велнчуну кннетвческой энергии при 6. 


Пусть № =ез 6, так что Ё (0) =е (1 — с0$ 6), тогда 


&8\? 
Г а) Не (1 —- с0$ 0) —2(1— с03 6,), 
откуда может быть определено 6, — крайнее положение тела. 


Упразюнение. Показать, что, если сопротивляющийся опрокидыванию м0- 
мент судна иГоп-ривонален эт 40, где 6 есть угол крена, н если ветер, момент 
которого в состояним удерживать судно в раввовесни при постоянном угле 
наклонения 112/3°, внезапно выведет судпо из состоявия мекоя прн ®=—=0и 
будет продосжить действовать, н если мы можем пренебречь трением, то судно 
накреннтея до 33'/ градусов и затем онять выпрямитея. Разобрать ваняние 
трення. 

Тело находится в грайнем нолозении 6,; как вэлина будет его кинети- 
ческая энергия, котда оно будет проходить чр-з нонон нио равновесия? 

Ответ: Ё (0,). 

Нусть № == 60-602 е эп 6. 

Найти а, угловую скорость при 0—0, если крайнее отклонение равно 
35°. Здесь 
# 


= ри РФ = 1.2 Че (1—0 8) 


па == 6 (+) + Туве ( 1) + е (. == =) р 


откуда можем найти а. 


2 


— 80 


Задана. Положим, мы желаем, чтобы потенциальная энергия, следовала, 
такому закону 


У (6) —06 8 -|- 508-2278 В эт 20 
и мы хотим узнать, по какому закону должен меняться момент сопротивлення; 
мы сразу видны. что, так кав Е 
ау 
@8 * 
Задача. Тело, находящееся в положении @% и двигающееся с угловой 
скоростью © в напрэвлении возрастания @, получило внезапно импульс, мо- 


мент которого %® в направлении возрастающих 8; как велико будет его 
отклоиение? 


Момент количества движення был №, тсзерь ся равен №е-Е т, и если 


я то М =Ч. а В | 3602 тсе”8 4-21 соз 28. 


т 
через а; обозначим новую угловую скорость, 10 &, == то 
Таким образом в положенин 4 конегичесвая знергия тела будет 


т\2 . 
1157 ВАР Я ‚ 8 потенциальная энергия Л (6%; праравнивая сумму этих 
количеств к Ё' (6,) можем получить 6, . 


Студент легко убедится, что общее уравнеече движения тела, приведен- 
чого в движение вокруг некоторой оси, будет 


. 426 Е 
Де = п [ (6) =0; 
7(0) может заключать в себе член, выражающий тревие. 


109. Каждое из следующих упражнений должно быть тщательно разра- 
ботаво студентами; выводы из них имеют важное практвческое значение, в 
особенности для ииженеров электриков. При разработке их необходимо по- 
мвить тригонометрические соотношения 

с0$ 20=2 605? @—1==1— 2 ие 6, 
2 эп 0 с03 ф==ят (6 Ро) --зт @—5), 
2 056 605 ф-==50$ (9-|-- $) -- с0$ (8 — $), 
2 эп 6 эп ф==50$ (6—9) — 003 (0-9). 

Такне упражнения ценны не только потому, что они уясняют способы 
расчетов; они кроме того дают извыЕ в обращенин с тригонометрическими 
выражениями, имеющими огромное значение для инженера. 


Среднее значение для / (=), в пределах от х==2, до х==х., равно оче- 


г? 
видно площади йа ИЯ (2) . 42 делонной на 2—2. 
— 


Казжлое из упражнений © 6 по 20, а также 23, студенты должны вояснить 
графически. 

Хорошие чертежи, оделаниме от руки, кривых, ординаты которых пере- 
ыножаются, и тех кривых, которые будут результатом перемножения, дадут 
достаточно наглядный результат. 


А 


2 эт 2ах 
2 =_= 
1 т ат 4х — Е 
= ‚ зп 2ах 
з а _ 
2. // соз ах ат — Ра» я =^. 
8. у ЭП 22. 605 бе. ах -= 003 @- = с05(а—Бх 


2 (а -|- 6} 2—5) ^ 
Е Е — 31 (@—6= зе х 
4. И: ах. 5т бе. ах о з(а-р5) 
5. (05 ах. сов бр к (@-- 5) и (@а—6)х 


2(@- 5) 2 (@—5) * 
6. Площадь синусоиды для целого периода равна 0. 
т 2= 
/ 51 2.2 = — [со =] = (=== 
Г : о 


7. Найти плошадь положительной части синусоиды. 
3 т 
и ЭТ 2. 42 == — | с05 ж =—(-1—1=2, 
о [и 
Тав как длина основания этой части кривой разна т, то средняя высота 


2 
ее будет = Наибольшая высота или амплитуда равна, 1. 


8. Площадь У—а--Ь п ото до 2 будет 2ла, а средняя высота 
кривой а. 

9. Найти среднее значение $1025 от 2х = 0 до =. 

Так как с0$ 22-— 1—2 за 2, ЭР 11, (1 605 22). 

Интеграл этого выражения будет ух Чё 511 2%; взяв пределы, получим 


площадь (35 2 — №. Уп 4е 0-[- У эп 0) =х. Средняя высота равна пло- 
щади, деленной на 2х, следовательно ова равна 1/,. 


10. Средвее значение с052; от 2—0 40 = равна 1. 


В следующих упражнениях ПОД 8 и 7 подразумеваются целые и иеравные 
между собою числа: 


11. Средне значение а зи? (з9-Не) от ё—=0 10 2—1 равна а если 8 


2 


2п 
Целое число и Ч= р › Де 7 есть продолжительность, одного пернода. 


12. Среднее значение д соз? (92-е) от #=0 До = 7 равно =. 
т - 
13. и 60$ 50. 5 30.40. 
о 
т 
34. п 5051 70:. 4: — 0 
/ ь 187 70. 


т 
15. и 60$ 576.605 20. 1—0 
| 


— № — 


и 
16. / Эт 808. 0$ 74Ё. а ==0. 
о 


17. Среднее значелие 5250 от 0 до /,1 равно 1». 
18. Среднее значенк” ©0352 39# от 0 до 1/7 равно */е. 
МТ. ея 
19. й п 508.51 74#. @-==0. 
е 


НИЛУ 
20. / , с0$ 89Ё. 603 7АЁ . Я == 0. 


21. Найти / яп 2.5 (#-- 9. 4=. 
Здесь эт (2-52) ==5т 2.505 @ + с08 2. 51 е. 
Таким образом нам нужно прокнтегрировать эт2х. с0$ е -- 51 2.08 22.31 @, - 


ты 2 5 2% 
[ эи?е 42 =5 тео 


Га 2.605 =. @х==Ча Гао 22. ах ==— Ца 60$ 29, 


следовательно наш интеграл равен 
(= эп 2х 


Я 


) с0$ в—1/4 605 25.9 е. 


92. Доказать, что у $п 9. эт (аЕ-е) . @# = 


у { 
(— а 0$ в— — с0$ 24#. п в. 


93. Доказаль, что среднее аначение эт 9.50 (4-Е 6) ила 
2 
эт (2-- а) эт (@Ра-Е 6) для пелого порода 7" (= = т } равно 1/> с0$ е. 


Это станет ясным, если мы заметим, что (полагая 9 Ч-в=$), 
эп о. 0 (< 9 ==5® зп ох с0$ е--с0$ ©. 51 е 
т Е $ Ф и в 
— 5? ф.с05 е-Е 9 $. 505 $. 5 е. 


Но среднее зпачение зш‹ для целого периода равио 1ю, а среднее зна- 
чение зт ©-с05 ф равно 0. 
п 
Позатая в предыдущем а==, Мы Видим, что среднее значение 


с0$ 4Ё.с0$ (4-Е ©) равно \/› соз е, т.е. среднее значение для” целего периода 
произведения дзух синусоидальных фуниций времени одкнакого периода, 
каждая с амплитудой 1, разно половиие косинуса угла, зыражающего за- 
иаздывание фазы одной функции сравнительно © другой. 


8 — 


24. Согласно п. 105 имеем 


сз 8—9, (6128 29 


51 а8 —= РВ (28 — 2-19 ), 
2% 
тогда, цолучим 
2198 — соз 20-5 5 а, 
21 — со 0—4 п 29, 


отсюда найдем, что я еб соз ай. @8, 
равен 2/. Дебав 2-98 20 


[ав | 


пы а ав 
ее [а Та }. 


и, подставляя сюда вьнпеуказанные величины, получни 


[7 А ИИ у 
а с0$ = - (6 с0з 08 - а № 05)... .. (1). 
Подобным же образом нолучим 
20 < о д а ы 
{в эл а9. 28 —аы“ (6 эп в6— а со 8) . .. . (2). 


110. Некоторые замечания, касающиеся гармоиических Функций. В 
следующих замечанихх студент найдет некоторый малериалд для повторенвя 
тех положений, когорые уже были об’яснеяы 


111. Фуякцин 2==а эт 92 аналогична с прямолинейныи движением пол- 
зуна, связанного бесковечяо-длинной тягой с мотылем длиной а (вращаю- 
щимся с угловой скоростью д радианов в секунду), х есть расстояние пол- 
зуна от середины его пути в момент &. 


В комент #==0, х==0 и мотыль нахоцитея под прямым углом к поло- 


2* х 
жению на мертвой точке 4=24—-, если 7 есть продолжительность пе- 


риода, а / есть частота ели чиско оборотов мотызя в секунду, принимая 1 
секунду за едиБину времени. 


112. Фувкция, 2==а эт (6-е) продставляет то же самое, за иск.люче- 
нием того, что мотыль в этом схучае находится на = радианов (радизн равен 
57,2957 градусов) впереди сравнительно с первым случаем; иначе говоря, в 


рае 


иомект #=0 ползун уж отошол на расстояние а зп е от своего среднего 
положення *). 


113. Фуикция х==а зп (21 -|-®) На’ эп (9#--=”) равносильна фунции 
ХА зи (9 | 2), иначе товоря равнодействующая двух движекий мотыля 
может быть изображеиа движением одного мотыля особой длины и с особым 
углом предварения. Наносем на чертеж первые два положения, при #==0, т. е. 

УОР =: и ОР = а, 

У00 == и 00 —=а". 
Дополним параллелограи ОРЮО н проведем диатоиаль ОВ, тогда простой мо- 
тюль О А, с углом предварення УОЕ— Е, сообщит ползуну сумну тех 
движений, которые отдельно передаются ему 
мотылямя ОРн ОФ. Геометрическое дока- 
зательство этого очень просто. - 

Положим, что ползун движется но вер- 
тикали. 

Проведен 0@ ОЕ и ОР соответ- 
ственно их относительному положению и 
слроектируем Р, @ н 0 ва ОХ. Мотыль 

›Р заставих полаун в данный момент но- 
двинуться на расстояние ОР” от его сред- 
него положения, мотыль Об) отодвннет полд- 
зун на расстояние О@” от средины его пу- 
тн, мотыль же ОВ втот же момент отодви- 
нет ползун на расстояние ОЕ’; ясио, что 

Черт. 67. ОЕ’ в любом положении равно алгебраи- 
ческой суиме ОР’ и 0(”. 

Мы можем выразить это так: «простое гармоническое движение, которое 

произведет нотыль ОР, -|- пг.д., которое произведет мотыль 00, равно п.г.д. 


*) В данном схучае студенту можно опать указать на н. 10, при чем предполагается, что он 
уже вычертих иривую, представляющую урзвневие 


СИЕ о она валов с 


Вообразям себе, что мотышь, вращающийся разномерно © угловой скороетёю 4, приРодит в движение 
молсун, но кроме того представим себе, зто мотыль нее укорачиваетоя, н его днина в некоторый 


момент равна ве". 


Черт. 66. 


Другой путь для выненения этого движения будег таков; предогавны себе, что некоторая точка 
-Р движется © постоянной угловой скоростью вору" ©,. совершая путь АРВОБЕЕ во хогарифия- 


м бо Вы Чи. о бееье о 


А 


производиному хотылем ОЙ». Подобным же образом н.г.д., производимое мо- 
тылен ОЕ, — п.гд., производимое иотылем ОР, равно птд., пронзводиному 
мотылем 0()». Иногда говорят так: мотыль О есть сумма двух мотылей ОР 
и 04). Таким образом мотыли могут быть окладываены н вычитаемы, как 
‚векторы. 


дело с движенвями золотников или с другими подобными же механизмами. Для 
Влектрнков же они имеют столь важное зиачение, что некоторые практики прамо 
ТОВОДИЯ" «пусть момент ОР предогаваяех ток». Они под этим подразумевают 
«ЕЯЗЮЙ ток, сила Боторого изненяется в зайисимости от времени согласно 
закоиу О—а зт (&--=), н аналогична с перемещением ползуна, приводимого 
в вертикальное движенне мотылем ОР, длина, которого а, угловая скорость 9 
н ОР ето положенне в момент #— 0» 9 


и 
115. Так как функция т=—=а со 9 есть то же самое что а т (+) , 


то она следовательно выражает движение, нередающееся от мотыля длиной а 
© углом предварения 90°. : 


В некоторый момент # скорость ползуна, движение которого выражается 


уравнением 
х=а эт (9-е), 
будет $--аи ©0$ (9ё-|-=) = ы или 27 


к 


— 04 яп (и-нет), 


иначе говоря, она может быть представлена действительных ноложением в не- 
который иомеит ползуна, приводимого в движение нотылем, дляна которого ад, 

ь @2е 
при чем этот новый мотыль на 90° впереди гервого. Ускорение, или Не 


или › или иначе $", ножёт быть представлено в невоторый иомент иотылем, 


а 
@ 
ДНИНОЙ 242, насаженным на 90° внереди 2 мотыля или на 180° впереди х — мо- 
тыля, так вак уркорение 


== — 243 5 (9#-|-с) == ад? эт (--=--®). 


ческой спираши; нокомое движение ебть движение проекции точки Р на прямую МОМ, з то, что мы 
назвахн могарифмическим приращеннем есть 1: со а, если а веть угол спирали, т. е. постоянный 
острый угол, образуемый в любой точке ливиен ОР с кривой, п с087 © — ФТ? и Ч-= З=/Т, следо- 
Вательно с04у а == а. Волны черт. 66 расематривать совместно е черт. 67, при чем №М остается 
вертикальной, и _Р сеть положение точки в момент О, тогда в = углу МОР. 


+) Синусопдальные фузкции вромеди, над хоторыми произведены действия в роде таких 
+88 -|- 68 + итд. 0—1 -- 78-2 пт. Х. где 8 овхачвет АЕ? МОГУТ быть предетаваены и 


трактуемы, как векторы, по сособу, здесь оинсвнному. Представхяя таким сноеобом электродаижущую 
СИЖУ п силу тока, мы в произведения будем получать энергию. Д-р Сумивер нсказат Рос. Воу Вос, 
№38, 1897), что во многих важных практячееких вадазах самые сложные виды периодических функций 
могут быть травлуемы по методу вектора. 


= 


Харавтерное свойство простого гармонического двяжения заключается в том, 
что численная величина ускорения равна 49° ‘изи 42 ‘раз взятому переме-. 
щению, если { означает число периодов в секунду. 
ели какое-либо явление следует закону а эт (@&--=), то оио аналогичво 
движению нолзуна н мы часго токориы, что оно выражается юотылем ОР; ве- 
личииа его приращения в единицу времези аналогична скорости ползуна, и 
мы говорим, 9то опа выражается мотыдем длиной 29, повернутым на 90” вне- 
реди нерзого. И, действительно, в простой гармоннческой функции дифферен- 
цнрование увеличивает ее в 4 раз и увеличивает угол предварения иа велн- 
чину прямого угла. 
116. Иногда выесто того, чтобы сказать, что функция равна А эт (9-2) 
мы говорим, что она равна а эт 9Е--Ь с03 ©. 
х Очевилно, что вто одно н то же, если 
а?-|-62= А? и если 1ап8 в==Б/а. 
Это легко докззаль и тригононетрически и 
графически по черт. 68. Пусть ОЗ—а, Об=8. 
Р Мотыль ОР есть сумма Об и ОО и 1215 в нлЕ 
{ап= УОР==Ыа. 


117. Мы уже указывали в н. 100 на 
У удобвый графический <©н0соб вычерзивання 
5 кривой 
ж==а эй (--=), 


где жи & суть ордината и абецисса. 


- Можно многое себе уленить, если изобразить графически два уравнення 
для одинавового периода, 


ж=а эт (9#--в) из’ =’ зп (9-Е =) 


м сложить вместе их ординаты. Это разясинт п. 118. 


Черт. 68. 


118. Если вольтаж в элеитрической цепи рав ни Т вольт, тов С аннер, 
сопротивление @ омов и самопьдукция Ё г.нри, то, если # время выра во в 
с’ вундах, 


ас 
т— ВС--Г-ф. роет 
Если С == эт 9% 
. ас 
те Соя с0$ Ч 
так, что У= 80, за 9#-- [04 . с0$ 9 а но н. 116 зто равно > — 
У= с, ИВ: Та? эт (41-9)... - (9). 


УЕ?-|- Г74? назнва: тся важущимсял соиротанлозем ц пн (йпредапсе); 


т г 
тапя ве За 


Фазы тока. 


‚ если Ё число периодов в секунду; = есть запаздывание 


а 


Отстода, еели У— У, зи 9 - . : (8) 
у г 19 

то Ся (— ао ое - . 4). 

Ую- ее ь В ) @ 


ВБЗЬчны, что ‘сли Я дано таким, вак в (3), нолноз выражение для С 
будет заключать в себе исчезающий член, выражающий чачальвые условна, 
си. н.п. 98, 147, но з (4) предполагается, что Т, как простая гармония. ская 
функция, уке установилось. На практике в эл втричесввх установках доста- 
точно бывает очень малой доли секунды, чтобы этот член совершенно исч.в. 


119. Мы можех выразить характерное свойство простого гармонического 
движения, написав: в НХ =0 са ег еее 
(сравни п. 26 и 108) и если дано (1), то мы зиаем, что отеюда следует: 

ж==а за 9Ё--6 с0$ 9 или 2 ==А 5 (9#--®). ... . (2), 
ГДЗ 4 не, или а и 6 суть некоторые произвольные постояняыя. 


Пример. Тело, вос которого И’ фунтов, находится в простом гармони- 
ческом движении с амплитудой а фут. (т. е. полный ход разен 2а футам), 
число пернодов в секунду №, какие силы пронзводят такое движение? 

Еелн 2 фут. будет отклонение тела от его среднего положения в некото- 
рый момент, то движенне его выразится так: 


я-а ча 6 или я-а 3 8227.6 


и чнеоленная воличина его ускорения в некоторый момент будет 4=2/2%, а 
снла, направляющая тело в его среднему положению, выразится в фуптах 
412% И’: 329, так как масса в инженерных единицах равва в Лондоне весу 
в фуитах доленчому на $2,2, а свла равна ускорению Х массу. 

120 Если шатун паровой или газовой машины достаточно длинеи, щ 
если мы назовем И” вес поршия и поршневого стержня, то получевиое выше 
выражение приблизительно представит силу, которая передается на крейн- 
коифу в том случае. когда обе стороны поршвя будут ваходиться под атмосфер- 
ным давлением. Заметих, что она равна 0 при 2 ==9 и пропорциональна 2, 
получая наибольтую везланну по концам размаха. Составьте диаграмму, пока- 
зывающую величину эгой силы в каждой точке хода и особенно обратите вни- 
мание на то, что она всегда действует по направления к средней точке. 

Теперь, если студент имеет для машины индикаторные днаграммы (для 
обовх сторон норшвя), он может сначала вычертнть диаграмму, показывающую 
в каждой точке хода снлу нара, действующего на пормень, затем он может 
соединить ее с первой диаграммой, чтобы получить значение силы, действующей 
иа крейцконфу. Заметим, что дазление пара дается ва, квадратный дюйм, а во 
втором случае берется полная сила. 

Если стучент все это проделает сам, то от этого будет в десять раз больше 
пользы, чем еслн излагать это здесь. 

Так как ускбрение пропорциональво квадрату числа перлодов в секунаяу, 
то на сотрясеине машин приходится теперь обраиталь гораздо более серьезное 
внимание, ‘ем прежде, когда движения их были более медленны. 


+} Символ атс -означаст „уго, котерого тангене равен“. 


28 — 


124. Так как мы рассматривази движение норння паровой машины, 
преднолахая, что тлатуи имеет бесконечно большую длину, тенерь иы должны 
выяснить влияние нонечности длины шатуиа. 


В п. 1 ны определяли 5 расстояние поршня от конца, его хода в момент, 
когда мотыль составляет угол В с его положением на мертвой точке. Тенерь, 
пусть 2 есть расстояние поршня, считая вправо, от середииы его хода (черт. 3), 
так что наше 2 равно нрежнему $ минус 7, где 7 есть длина мотыля. 


Пусть мотыль вращаетси равномерио ср скоростью 4 раднанов в секунду. 
Пусть опять # означает время, прошедшее с того момента, когда нотыль 


— 
бых под прямым углом к своему мертвому положению, так что @—® —оь и 


2 
2 
= 605 9+: 1—1 320 | 


2 
или виз — — 5 05? 4 |. 


мы найдех 


Пользуясь приближением Ут —а=1 — ‘ев, когда а достаточно мало, 
мы получин - 


2 
жа 5 9Е-- 2 воз? 1. 
2 
Но мы зна» м, что 2 с05? 9—1 =60$ 20%, (см. н. 109). 
ь 15 г 
Отсюда Х= г 5т т с0$ 20 —ж ко сеаые 


Мы видим, что имеем дело с простым гарноническим движением и его октавой 
с гораздо меньшей амплитудой. 


ах 42% 
Найдем Е? также то. Эта, последняя разна ускорению == 


28 
—=—170 эй 0 -- И сз 201. 


Легко вндеть, что относительное значение прибавочного члена, (октавы) в 
выражении ускорения в четыре раза более, чви в выражении движения. Мы 


и 
можем, если угодно, опять подставить 6 вместо Че-- 2 и Нопучим 


42 72? 
ра 79? с0з 0-|- —- с0з 26. 
73а 
При 9-=0, ускорение равно 291 ЕДЕ. 


208 
При 6 == 90° ускорение равно И 


$ ры ^ 


29 — 


20 
При 8 == 180°, ускорение равно — 74? -|- ы Г Я 


(4 равно 2=/, где { есть чнсло периодов мотыля в секунду). 


Если нанести на бумагу трн точки, показывающие перемещение = н 
ускорение в эти моменты, то не трудно, вычертив кривую по трем точвам, 
Полутить достаточно верное понатне о целой диаграмме. Может быть ве лиш- 
ним будет заметнть, что в некоторой точке, лежащей близ средины, когда 
угол ОРФ равек 90°, так как Р движется равномерно, и величина относптель- 
ного приращения угла О равна нулю, в этот момент ускорение точки О равно 
нулю. Эго ноложение © легко найдется, раз задана конструкция. 

Самое важное, пто нужно помнить-—эт0, во-нервых, что ускорения, & 
следовательно, и движущие енлы увеличиваются в четыре раза, когда число 
периодов удванвается; в девить раз, когда оно утраиваеть.: во- зтопых чго 
относительное значение октавы сильно возрастает в ускорении. 


122. Возьмем особую форму движения, движения кулис или радиальзы 
парораспределительных мехаиизмов и покажем, что движение золотинка, 
всегда очень близко (если # — время, прошедшее от начала хода поршня мли 
4#— угол позорота мотыля от мертвой точки) в 


=; 9 (@-- в) а мп (29-5). (4... .). 


(Есть очень легкий способ нолучихь значение ©, и а, прн исследовании меха- 
низма). Если пренебречь «обертоиом», то а, есть ноловнна хода золотника, 
З е, — угол нредварения. 

В огромном большинстве радиальных парораспределительных механизмов 
МЫ ИМеём =, == 90°. 53 

Наилучший метод изучеиня влияния октавы или обертова, состоит в 
вычерчиванин иа бумате кривой для‘каждого из членов (1) го методу, пока- 
замному на черт. 63, и затем складывании ординат вместе. Если мы вычтем 

°н8 = велизину внешней нерекрышн №, то легко определить току, в которой 
происходит отсечка, а также узнаем, насколько ранее н скорее будет проис- 
ходить отее ва благодаря зтой октаве в движении золотника. 

Например возьмем: а5==1, в, ==40°, а›==0,2, в. == 96°. 

Инжепер нрахтик легко заметит, что хотя для одного конца пилиндра 
октава нолезна; зато она вредна для другого конца, так что она ве должна 
быть слишком велика. Мы можем нользоваться ею для того, чтобы получить 
больший впуск при ходе поршня вверх в иовейших вертнкальных машняах; 
можем заставить ее исправлять неравномерность, происходящую от конечиости 
длины шатуна. 

Кулисы и шалуны никогда не дают обертона с тройным числом нериодов. 


Отиошение числа периодов всегда равно 2:1. 

В механизме Ф. Браивилля благодавя зубчатой передаче движеине золот- 
ника выражается таб: тэ, эт (аё--е,) а» м (39 в.)...-. - (2). 
Вычертим кривую, ноказывающую это движение, приняв @, =1,15 дюйм., 
42°, а. = 0 435, в, =65°. 

Если внешняя перекрыта равна, 1 дюйму, а виутренней нет, то мы можен 
_иайти, при каких положениях главного мотыля пронсходит отсечка, выпуск, 
расширение н впуск пара. Показать, что этот механизы и всавнй другой, 


я — 30 - 


хающий обертон с нечетным множптелем числа основных периодов, действует 
оДниаково из обоих концах цилиичра. 

123. Если ==; с0$ (91ё-- =) а, с0$ (96-е). --..- ыы. (5) 
где Че ®Й и 4 = 25, 
то числа перводов будут различны; такое движевне ие может быть ирнведено 
к простому гармоническому. Положим а, — большее. 

Самый лучшьй метод для исследования — графический. Мы имеем два 
мотыхи, дливы о и а., вращающихсен © различными угловыми скоростями, так, 
ито в результате нолучается такое движение, как будто одив мотыль А вра- 
щается © средией угловой скоростью, во длинва его меняется между пределами 
а, и а. —@; при чем его положение всегда ближе в ноложенвю @,, чем @2; 
действительно, он как бы колеблется около положення а. Еслн 4; очень близко 
к 2.. то мы можем наблюдать очень интересное явлевве, подобное ударам в 
музыкальиых тонах *. у 

Так 2 това, высота 170 и 101 пронзвохят 1 удзр в секувду- 

Авалогичные узары летко могут быть забтюдаемы в лампочке вакаливания, 
когда две динамо-машины переменного тока соединены выесте. Также и морение 
приливы, за исключением случая длинных каналов и бухт, почти всег.а сяе- 
дуют простому гарыоническому закову; если а, соответствует влиянию лувы, & 
аз действию солнца и если а,=2,1 @2, то высота паюбольшего прилива, так 
относится в высоте наибольшего отлива, как 3,1 в 3,1. 

Время наибольших приливов соответствует полнолуниям Действительная 
фаза приливов никогда не отличается более, чем на 0,95 лунных часов от 
лунных фаз; 0.95 лувных тасов-=0,98 солнечных. 

124. Периодическая функция временн есть такая, которая вместе с про- 

ЗВОДВЫМИ ©6 получает че же значения после каждого пернода 2. Это 7 пвазы- 
вается продолжительностью пернода н обратиая его величина есть Г чиело 
нернодов. 

Алгебранческое выражевие периодической фувкцив будет 

ЕО =Р@-рат), 


тде ® есть некоторое целое число, ноложвтельное или отрицательное. 


125. Правильность теоремы Фурье может быть проверена на деле. Она 
доказывает, что всякая пернодическан функция © пернолом 2’ (так что 9 


2. 
равио т”) эквивзлевтва сумме некоторого постоянного члена и известных гар- 


монвческих функций времени 


ЕО= АРА, эп ЧНРВ-Е А эт (29-5) А эт (ЗАННЕ-На т. д... (1). 

Точно также звук, производимый трубкой орглва, струной скрипки или 
другим музыкальным инструментом, состонт из осиоввого това в его обертонов 
Уравпение (1) есть тоже самое, что н 


*) Аналитически. Напитем 
с05 (ЯтрЁ-Е е=) = 0$ [Ва — 9 — РЕ, 
оледовательно === с0$ (РЕДЁ-Е 8), 
тд 2 =в2-ра2-|- Зав с0$ [2 (д — ВЕ — = 
Фтсюдь легко вычислить величину 8. 


— 3 


Ара: эт ЕВ, с05 ОН-аь 5ир НН с08 Зи т. д, если а? 
1 к апс А, = Е и. 
1 
126. **) Переменвее магвитеое позе, имеюрее направление ж, слелует 
Запону Х==а Ш 06 где есть время. Другое пзпразаенное по у, составляю- 


щему прямой угол с направлением х, следует закону У==а ©08 9. 
В мекоторый момент равнодейстнук шее поле будез 


В = Ух уз 


==@—- постоянному, 
У 

стазляющее с у угол 0, причем фапе 0 — © › Или ВЕ 

Следовательно, в результате получится постоянное поле В, врашаю- 
ееся с угловой скоростью 4. 

Еотда поля будут 

Ха, 5 (ие) и У=а, т (ие), 

лучше примевить графический метод исследования. Равнодействующее поле 


Черт. 69. 


выражается по нелнчипе и по направлению радиусом вектозом эллипса опнеы- 
вающим в ракныя времена равныя площади. 


Пусть ОХ и ОТ, черт. 69. будут два вышеупояянутые направления. 
Пусть 04, в ваправлении ОХ==а,. Описываем круг рздизсом О4,. Пусть 
Оо изображает угол е,- 


*} Чтобы понять, каким образом данную функцию мажпо разложить в ряд Фурье, веобходпио 
обратить вонмапие из некоторые весьма важные выводы п. 109: эти выводы являются для циженеров- 
электриков всемогущими. 

#*) И. 136 едедовало бы поставить на другое место, именио, непосредетвеляю неред. в. 141. 


р 
Е 


Разденим круг ка несколько равных частей, начиная с точки Он 
называя точки деления 0, 1,2 3 и т. д. Проведем из этих точек линйн парал- 
лельные ОГ. Пусть ОАз по направлению’ 0У—равно а». Опишем круг радиу- 
сом ОД». Отуожим уго Х’ОО” равный з) в разделим круг в точках О 
и т. д. ВВ 10 же самое числе частей. Если провести через эти точки линии 
паразленьные ОХ,^то точки пересе- 
чения этих линий с соответствующими 
линиями, проведенными от второго вру- 
га, представят собой концы радиусов 
ъекторов, которые будут выражать для 
любого момента по величине и напра- 
влению развнодействующее магнитное 
поле. 

Если бы ОХ и ОГ даже и ие 
были взаимно перпенликулярны, то вее- 
таки этот способ может быть прииенен. 

Если мы разделем вкруг ОЛ. на, 
половину числа частей круга ОЛ., то 

Черт. 70. получим комбинацию Х==а, эт (аа) 
и Ум (29-е). 

Вупи мы хотим изобразить такую комбенацию; Х == какой-нибудь перио- 
дическо функции, а У другой тоже периодической функции, то пусть вризая от 
М, до №, выражает У, при чем ММ. есть продолжительность периода; а 
вригая м 2/, до М, пусть показывает Х, при чем вертикальное расстояние 
М.М, р вно продолжительности периода. Вслн Р; и Р, су1ь точки на двух 
Еривых, сонтветотвующие одному и тому же моменту времени, и если горизон- 
Таль, проведе"ивл через Р);, вотречается с звертикалью, проведенной через 
Р, в точке Р, те в этот момент ОР представляет равнодействующее поле 
по направлению и величине. 

Тщател ио изобравите это построекие. 

Оно может служить типом решения зсевозможных задач, касающихся вра- 
щающихев магнитных полей. 


127 Пяощадь синусиоды для целого периода равна 0. Это очевидно дня 
халждого, кто начертит эту кривую. Докажем это расчетом; пусть 5 некоторое 
целое число и 

Эк 


АЕ 


т ? 


в р та 1 2 
в. ими |. сое и (тт соо) 0, 


© 


ие 


2 
так Бак с05 8 Г нли с08 821 =1 и с05 0 = 1. 


Т 


НА ЕЯ 
Точпо также, й СОЗ 808. ЧЕ == - [ эт чи | 1 5 = ТГ эп = 0, 
о о _ 


Е Ре. Е р, 
так как 9 87 ТГ == эп 32 =0и 50 0—0. 


ке — 


128. Если ординаты двух синусоид перемножаются для того, чтобы нолу- 
ЧЕТЬ ординату кривой, то площадь ее равна 0 для некоторого перуода, врат- 


ого каждого из даниых периодов. Так, если иг смь некоторые целые 
чнола, то 


т 
/ ЗИ 501-608 ГЕ. В =0.,,,.. . (1). 
Г 
т 
/ 7 $4. 58 ГЕ. НН =0 ...... . (2). 
е 
д 


И ©08 301. 0$ Г. № =0 . 
о 


Ято должно быть тщательно проверено. 

Во первых эго будет упражнеинем в интстрированиг, а затем надо проде- 
тать это графически. Студенту не придется тратить елииком много времени на 
рассмотрение этих положевий с различных точек зрения. 

Ов должен видеть совершенно ясно, почему ответ в даниом случае будет 0. 

Действительно, функции (1), @) нп (3) разлагаются на простые гармони- 
‘ческие фуикции, и интеграл каждой такой функции будет равеи 0. 


2 311 541. ©03 пор=зт (8-5) и-яв (3—5) 9 
и по п. 127 каждая из них имеет площадь 0. Важность этих положений двя 


"ритлки отрохна. Теперь, если ==, т0 положения (2) и (3) ве верпы, но (1) 
оттается верным. Ибо 


Г т 

д З1? 5 и / 6058 541. == Та. (4), 
9 о 

ижду тем как (1) обращается в нвтеграя выражения / 51 280%, равный 0. 
равнение (+) нужно исследовать трафически, & также и при помощи простого 


Нрипоувная из тригонометрии, что 


с0$ 20==2 с052 0—1 или =1— 9 5112 8, 
потому 


05° ЧЁ, с08 291-15; вт? др 115 — 145 с03 298; 


пжно негко выполнить интегрирование, и студент должен воспользоваться этим 
етодом иаравне с графическим. 


129. Покажем это графически. Пусть ОС, (черт. 71), выражает 7: Приняв 
2, цолучии кривую ОРОВ5С, представлиющую $11 564. Наибольная и на- 
ъшая высота ее равна 1. Заметим, что 311? 50# воегда положителен и 
т быть изображен кривой ОРФО, В, 5, (. 

Она заключается межлу пределами 0 л 1, и средпяя ее нысота есть /, 
- е. площзль целой Еривой от @ до С равна 12 7. 


То обстоятильство, что среднее значение эт 50. зт гдё равно 0, а 


еднее значение зт $4 Хз заё равно 112, есть одно из самых важных 
ин практических инженерных работ. 


139. Приложение в электричестве. Электрический динамометр имеет две 
ии, положны, что черев первую неподвьжную проходит ток С; вторая — 


8 


> #3 — 
= 
подвижная © током ‹. 1 некоторый моменг раннодействующая сила пропорцио- 
нальна Се, что и дает возможность измерить среднее значение произведения Се. 
Проф. АНртон н автор книги произвели следующий красивый и поучетельный 
опыт. Они пускали через неподвижную обыотеу ток, который приблизительво 
был равен С=С, 5 2=Й. Тов этот доставлялея дннамомашиной переменного 
тока. Через другую обмотку они пропускали ток с == со 5 ЭаР’Ь число периодов 


Черт. 71. 


которого могло быть увеличиваемо нли умоньшаемо. Было очень интересно на- 
блюдать (для обыквовенного практика инженера это могло показаться странным, 
почти невероятным), что, хотя чрез обе обмотки пропускались большие токи, 
средння снла тока исчезала,— и действительно, по шкале иельзя бышо ви его 
заметвть. Положим { было 100 в секунду, а {” постепенно увеличивалось по- 
ложным с 10 до 20, 30, 40, 49. Между 49 и 51 едва, едва, заметно бышо, ино не 
чено ин неопределенно некоторое действие одной обмоткн ина деугую, ио изме- 
рить его было невозможно, когда же {” увезнчивалось, взанмодействие прекра- 
тилось. Никакого действия ие бышо заметно, 

Никакото действня не было заметно, пока /” было 60, т0, 80, 90, 97, 
93, 59, но когда {’ приблизнлось в 100, то не бызо никакото сомненвя в том, 
что тут проявлялось действие большой средней силы; ее можно было измерить 
Й 00 шкале инструмента она оказалась равной №2С.е; когда {' перешло за 
предел 100, сила эта сразу нечезла, и оставалась все вромя равной нулю, пока 
Г не сделалось равный 200, и тогда проязваось небольшое ззнимодействие, 
которое можно было измерить; опять оно внезанио прекратилось, пока /” не 
слеталось раввым 300 и так далее. Мы знаем. что, ебли бы Сна были про- 
стымн гармоническимв функциями, то туг абсолютно ве могло бы проявиться 
викакой силы за исключением того случая, котла числа пегиодов были бн в 
точности равны На самом деле, однако, тут примешиввлись октавы и верхние 
тархонические тоны, в потому слабое действие проявзялось, котда Ги Г’ отно- 
сились между собой, вак 2:1, или 1:2, или 1:3 ит. д. Этот факт крайне 
зазеи для всех инженеров электриков, которые имеют дело с переменкыни 
влев’ рическими токами. 


131. Упражнение в интегрировании. Пусть Сяс переменные электриче- 
сине токи. Нели С= С, 5т а и е=е, зщ (9#==6), и эав два тока проходят 
через две обмотки элсктродинамометра, то прибор отметить У Се, с0з 8, так 
Е: зто средняя величина произведерня Се. 


эш 
ВУ 


Еотда С нс рэвны нежду ©0608, т. в. когла один н тот же ток 


=, эт (9#-- 6) проходит через обе обиотки, прибор показывает среднее зиа- 
пение СЗ им 


т ум 
Еы Св -тн 2 #].! 
2 аа * (1-8) 


боторое, как мы знаем, равне 1. 


ме 


„., Евадратный корень ив такого выражения 
1 


у 


Вестно пот названием действующей величины С° вт 9. Действующая сила 
ка может быт определена как квадратный корсвь из среднего значения ква- 
Такым образом, когда, инжегор-электриз говорит о перемеином токе 

евает Под этим то, что действунчцая сила, тока, 


вна 100 ампер или что ('= 141,4 5 (@ на). Также вольтаж равный 1000 
начает 


ЕНОвеНио Называется действующим ТоЖом, Таш что есть т0, что из- 


® — 1414 зт (#--В). 
Улраоюнение. Какоть будет действующая величина, 
@о-{- Аля (9#--=,)-Р Азат (208 +=) ит. д. 


Заметим, 910 среднюю величнну имеют толь:о Евадраты членов, иите- 
трал всякого другого произведения дзя ценаго пернода равен вулю- 


Ответ: УЕ ин. д.) 
= Обратите ввимение на то, какое малое значение имеют малые обертон ы 
а Е ь 
Ебли в = = (5110 || Муз 39-1, $1596 ит. к.) 
с 


И (8) 


То ка основании п. 135 мы можем звилеть, что это есть ряд Фурье, который 


жет быть представлен криной (терт. 72}, где расстояние ОЛ равно ©, & 


я 
юстояние ОО изображает продолжительность перисда Г, причем т: № 
считаотся ст зипии ОО зтерх. 

Действующая сила 
ЕР ьт съ. ь.@) 
"Точпо также по черт, 73, где РМ = и 00—= 
Ве я : 
= (Ш 9 — М 5т Зы 50 м. т.д.) ог. {4} 


Действующая сила 
8% 


= УЕ ит 9: ААА) 


Опнть видим кокое ничтожное значение имеют все члены за исключением 
основного. 


Р 
= Е РЕ 
Рис. 73. 
Упражнение. 
Екли С==С, |, зто В, 059 -- А.зш 20 -|- В, св? -Рит. д. . (6), 
и если 
ео а, по -Е 6, 6080 -- аз 20 -|- 6, 02 ит. д. .. . (7), 
То среднее значение 
© С А-В А ЕВ, Рид) четы 0 


Летко Видеть, ч7т0 в это выражение не входят члены подобные 245, 
или .1.6.. * 

132. Пусть АВ я ВС части некогорой электрической цепи. Пусть в АВ 
сопротивление Л, а самовн укцна отсутствует. В 
„ ВС пуль сопротиъяевце г, а самоиндукция 1. По- 
> ложим С-= С, зщ 9 -— проходящий по цепи ток. 


Пусь Й АВ НН т д — вольтаж между 
“Черт. 74. точками и Ба лв действующий — вольтаж 


межу 1 и В 
Г„в=АСбзш 


Гв с=б и” ЗЕРоза-мок 2) © (. 118). 


Ге=СУ РУ ена (ча, 
РЕ ЮбЬ 


ео 
Г. СУ не „а 


*) Здесь продолжена задача и. 125. 


ЕН 


Заметим, что У ‘дс Вбегда менее У ав--Увс» иначе говоря, действующий 
вольта» между Аи г всегда менее суммы действующих вольтажей между 


"Так, возьмите Сь=11 4, Ю И и. Ч ==1 и выяснате на примере 
этат факт, который иногда ‹тавит этупик инженероя-этектряков, 


132. Правило для разложения произвольной функцин в ряд Фурье. 

Функция может быть изобри- 
Жена кривой (см. черт 75), ле РЕ 
представляет значение у в момент ь 
воторый изображается длиной ОЕ ос 
пре ставлиет время пелого пернода 7. 
За точкой С’ ‘кривая снова повто- 
рится. (Вместо буквы Ё мы можем 
ВЗЯТЬ 5, или какую уголно лругую. 
Бывают функции периодические, на- 
пример, в отношении проетранетва). 


можем, тто у может быть разложено 25. 
2 ряд так: 
4—0 ра, т 9 6, с039Е -- 65 зп 29-Е В, сз 29+ аз т 34-5, с0з за-+-.. (1) 
где т 
7 


Из выводов, полученных в п. 127 очевидно, что а, есть средняя высота 
Кривой, или среднее значение у. ана ножет бы найлена тем же способом, 
такни иаходят среднюю внсогу илтякатолной хиагруммы. Обведен острием 
пзаниметра. начинья с О по линии ОБРАСС `О, и разделны опрез’леиную 
таким образом пзощаль ва ОС. Егли кривая че вычерзена, а даны. позожим, 
36 равноотстоящих значений , то сложии нх н разделим на, 36. Об’яснение 
Этого заключается в следув шем; площадь в^ей вритой изн интеграл у межу 
пределами Он Г гапен Та, потому что ИН"Эгрут всякого другого чжена 
нодобного, вап; инер, а; 51 9Ё илн 6, 605 396, равен 0. Дейсивительно, 


т ий 
5 50591 паи /` 608 308. 4Ё == ®, 
@ Э 
если 5 пелое чиело. 
8: есть двойная средняя высота Еривой, получающейся от перемножвиия 


 брдинат у на с00 веуствующую ординату 81 9% 60, если умиожи ь (1) = 


Зт он проинлегрироваль от О до 7, 10 но п. 198 мы полузим 


т 
/ У-81т 98. 4 == ОР а, и 5170 4--О--Онт. да 7. . (1 
о о 


разделяя е'0 ва 7, получим среднее значение, которсе, будучи умнежено ва 8, 
даст очеви но @,. Подобным же образом 


т 
| ув, ТГ. и 
о 


в 


Окончаленьно, на основании нринцилов п. 128, а ив суть двоиные средние 
величины у зт 59 и у с0$ $4, или 


-—/" у т 308.6 
2/. 3.508 59. а| 


134. В журнале Еее от Б февраля 1882 года, автор дал ясные 
указания, как производить численно этот раечет, если даны 86 чнсел, выра- 
жающинх равноотстоящие нначення 1. 

В том же журнале 28 июня 1895 г, автор описал графический метод 
получения этих коэффициентов. Графический метод мбжно особенно рекомеи- 
довать для разложения какой-нибудь произвольной фунеции. 

Студенты, которые познакомятся с оригиналом, заметят, что здесь 
абсциссы получалотся очень быстро, и кривая легио вычерчивается. 

В этом случае кривую, показывающую у и время. наносят на боковой 
поверхности круглого цилиндра, © окружностью равной продолжительности пери- 
ода. Кривая проектируется на днаметральную плоскость, проходящую через 
{—0. Двойная площадь проэкцин, разделенная ва окружность дилиндра равна 
вт. Проектнруя кривую на, плоскость, находящуюся под прямым углом к перпой, 
мы получим тем же путем 6,. Если кривая нанесена на окружности & раз 
вместо одного и спроектирована на две днамезральные плоскости, то двойные 
площади каждой из двух проекций, деленные на $ окружностей пнниндра, 
дадут а, и 6, *). 

Авалезы проф. Генрнчи, описанные в Р»?осеей 70$ ор ве Рвузсар 806г- 
ейу, дают коэффициенты быстро и точно. Метод гидмора, опубликованный в 
ЧЗоигпей ор 1ве Ттяибой ор Ееерчеей Епддепеетз, в марте 1896 года, мне 
кажется очень удобен в том случае, еслн дан ряд чисел, выражающих равно- 
отстоящие значения у. 

135. Если периодическая фуикцил изображается трафически пряхымн 
линиями, как иа черт. 72 и 78, то мы можем получить разложение в ряд 
неносредственным интегрированнем. Тах на черт. 76 показава кривая, назы- 
заемая «таке ап@ Бтоак» **). 
у= Од, или положим, 2% от 6=0 до {= ОР==и, 7; у-=0 т = Т, 


- (9% 


или ОР, до $=Т, или 00. 
*) Этот зегод обвувая ив том, что \ 
а Го эе /7 1 7 ь 
“= м Е она р МСТ. 
Вычертив пояпую кривую, в которой 3; (в момепт &) есть ординат, а ©05 з0ё аб 1уео», мы уви- 


Л ве- 
в, но и- 


Дим, что се площадь, опредолецивя плаппыетром раглелекноя па 5= даог аз. Нодобныйль 
тод применяется для раазощиния произлольных дунецей в ряды не только симубае в ваеуы о 
других фупкций, например сферо-золальных, тармон и фупкцей Бесселя 


1 
По тому же методу найлем, 6 = — у. 4 (9 540- 


*) Примечание иорев. В бушевльном перевода „лделать и лезть“, 


Очевидио, что бое, (== 


Рис. 76. 
о 9. рей 
г 300.81 502. 4, 6, = я у 200 20% 808. @, 
© [: 
4%. ТГАТ Эк Чо Г Г. о 
„=—— = | 085. 7], НЕ | 85.77 5 


ко 


20 0 при = четном ) 


в =— о ( 
- 57 


8" — 8 при $ нечетном 


45 
—-© при $ нечетном 
яп 
% 
а 0) =0 
= == =). 
а 5% 


м 


м 
Рис. 177. 


Отсюда функция, изображенная на черт. 76, приинмает вид 
\ ПЕ оо (9-39 --/;зш БОР ит.д)... а). 


Пусть начазо периода находится иа половине расстояния между Ов А 
черт. 76), как на черт. 77, так что выесто кривой, которую электрики вазы- 
вают «таке апа Ъгеа5», мы получим для одной половины периода -|-- 2 посто- 
янное, а для другой ПОлОБИЕЫ — 1; ТО есть дзя каждой половины периода 
противоположные 00 внаву величины у; вычитаем пз предыдущей функции 
Фо, ТОГДа 


Аа о-вов увел 0-Е п тд Е 


Пусть начало лежит по середине между О и Р) (черт. 76); в (1) нухко 
заменить через (#--1/. 7). 


11 50%, где & нечетное примет вид 5ш 59 (#1. 7). 


или 8 5 е ЕН Г) или ЭТ ( э- 5} 


-- 4 — 


при з=1 5, 9, 13 и т. д. это равно с08 801, 
„ 83,1, 115 итд. » > — 608 801, 


а следовательно при начале пернода, находящемся в точке, лежащей по сепе- 
дине между Он Р, 


уче -- => (со 0+ — 1/3 оз ЗЕ -- 1/5 608 591 —\/. 608748 -|- ит. д.). 


136. Чтобы представить периодическую функцию х для всех значений, 
нужно получить ряд членов. наждый из которых сам по себе’ представляет 
периодическую функцию. Ряд Фурье есть простейший из них, 


137. Нели даны значения у функции от 2 для всех зизчений 5х между 
#-== би х==е, т0 у может быть разложено нли в ряд только - синусов или 
в ряд косинус-в. В этом случае ны рассмазриваем данную часть как половину 
полной периодической функции и не обращаем внимания на то, каким нрод- 
ставится ряд при 2< 0 ин `>е. В предыдущем же случае у было дано пол- 
ностью лля всех значений переменного. 

Т. Возьмем у=е, эт дх-ра» эт 9х и т. д. где, Ч===/е. 

Умножим это на $т 802 и ироинтегрируем и пределах между О и в. 


С я 
Легво убедиться в том, что все члены ночевнут за исключением / а, за 
о 


50х.4х, который равен №4, так что а, оказывается равным двойному, 


среднему значению у. 51 805. 
Так, пусть у равно постоянному ти, тогда 


Ра а ё 2т |< 
Ч т эт 805. Ч =—-——| 00$ 395 
в/о 59 [с 
2т Ат 
== — С° о, еслн $ нечетное и ==0, если 5 четное. 


Отсюда, тет дт-Р Уз эт Зах -- М; зш 59-Е и т. д.) *). 


п. Возьмем ряд у==В РВ, с05 9%-- 5 60$ 2ах-|-... Здесь &, очевидно 
евть среднее значение у между х==0 и т==е. Тем же путем, как и рачьше, 
мы можем доказать, что Ь, есь двойная средвяя воличниа у 605 87% “*). 


*} Упражнение. Разложить 1) = 2х в раъ синоуеов в пределе между @ =20 52 == 6. 
этак а: Эдж -- ва 51 0х.) РО Ч 
Е 3 5 Эн Ро 6 
а. = тж. 5т вх. 5 == е] Эт ве — 302. 695 м] 
7 $/ 5 $7 о 
Отвоентольне этого интегрела ем. вадечу (70) пункте 271. 
2те я Я: 1 8 
Отсюле пе ( $1 = — Бу ати —в тд. }. 
%) Так пуезь уз ме ЗОНУ 27 сое @ и = с. Очевядио ©; == ие и мы наНдем, что 


зе ат 1 + 
у=— (< вт-Ёб со 34% + 55503 ва. ). 


— 41 — 


138. В п. 118 мы дали уравнение для элевтрической цепи. Исчезающий 
член входит в него, но мы не можем пренебречь им. Заметим, что если У есть 
не простая гармоличесвая фуявция $, а сложная периодическая функция, то 
каждому члену ее будет соответствовать член того же периода в выражении 
силы тока. Так, если 


7 ИХ У, зщ (50-е) *)....... (а), 
- и < 24 } 
[# в + ыы (еее, анк") у - (®} 


Если 79 очень веливо сравнительно с В, то мы можем принять 


о —х У, с03 (398 -[- 6) 5, чаи 3). 
789 
Так, взяв для Т кривую черт. 76, 
= але Ч -- Ч: т 84Е..). к. - @), 
получим 
®_2ИТ 


с 


т МН (с0$ 0Ё-{- Чё соз зай -- М» соз 54...)... . 5), 


Уд 
что на черт. 73 представлено в виде кривой, тде О каходится при. 


139. Электрическая энергия зостаздяется на дом илн к вакому-либо 
зеханизму, эвергия в ваттах есть средняя величина СУ, тде С сила тока в 
амперах, а Г вол таж 

Пусть Г== И, эт аи С= 0, эп (9#—8. 

Тогла Р-=\1, (, И, с0з е **) или половине пронзвадения амилитул, умио- 
женной ва восинус угла запазлывавня фазы Если энергия измеряется при 
ноуощи динамометра, при чем С проходит через одиу обмотку, а в другой 
обмотке с сопротивлапием 7 и самойноукцией & Т’ производит ток в, то 


и 


и 
сутра (чи - ак) ка 5) 


Петь много других способов, но которым можно равложить пюбую пропзволеную функоию 2. 
Но даже и дая сипуосв и косунуеся можню дать вид иной, чем в предыдущих случаях. Ванример, 
велк мы хотим разложить и, Фуветито 2, в предолах межлу О ин св ряд, общий вид которого 
У— 22 эм а, х по методу Фурье, существонняй прандат которого выражается в равенстве 


с . 
в 51 @„х. 5 0х. 0 == 0. где зн и м различные эпола то ин должны найтн ат и @,„„ как 
с 


д с 0$ ас 
ни урввненин 
ори Ур Зав —® 


В простом ряде Фурье & э= со. 


*) Начинающий должен иметь в Воду, ЧТо 2 означает „сумму Всех таких членов, которые 
мозно получить, подставляя 1 вместо 5, 2 вместо 5, Зит. д.". 
**) (5. упражнение 23, стр. 22. 


ик й о = 


что дает возможность измерить среднее значенне Сс илн 


9 
в — атс >, |. 


Обыкновенно, в этих спепиальных приборах большие сопротивления 683 
индукции включаются в цепь нв тоикой проволоки и мы можем принять, что 
14 настольво мало в сравнении с г, что ввалратом его можно пренебречь. 
таком случае 


р 
пажутаяся энергия _ 008 е — агс в 2) 
действующая энергия Я РГ. 


в 


х 


Заметим, что агС{ -^ есть очень малый угол, — иазовем сто в; “тогда 


важутая энергия _ с05ес0з «Г зте эта : 
— — == с08 &-|- 31 а #96. 
действующ. энергия с0$е 


Но <0о5а близко к 1, а па мало и по первому взгляду может пова- 
ваться, что мы можем счита'ь результат близкям в 1. 

Но, если е близко в 90°, его тангенс можт быть очень велне, и тогда 
кажущаяся энергия может быть гораздо более действительной. 

Однако редко бывает, чтобы е было близко в 90°, если только в обмотках 
достаточно большого лиаматра нет железа, и приняты меры для прелупреждения 
паразигиых токов Даже. вогла энергия сообщается обмитво с серлечнивом 
или вевагруженному трансформатору, влияние гистерезиса не может заставять е 
превзойти величиву 74°. 

140 Верный счетчик энергии. Пусть Еб н СР обуотвн, смотанные 
выесте, как в неподвижной части дивамометра, & 
ШВ пусть будет подвианая обмотка. От Ё к Сб 
проходит ток^ С-|- с. Часть в 0 с направляется по 
СЕ с сопротивлением Я без индукции. Часть с 
течет от б@ к ФиотрЕВ в пои или к меха- 
низму. Величина энергви в дазный момент вы- 
ражаетоя в личиной Ве С. 

Оби хи Ю@ и СР тщательно иывераются, 

Черт. 78. так, чтобы пря о==0 и при постоянном токе не было 

отклоневРя подвижной обмотки. Благодаря этозу 

комбинированное действие Сев ЕС и С в @О па С з РВ производит 

силу или момент вращения прооорциовальный Се, а отсюда повазанье прибора 

пропорциозально энергин. Шри переменных токах тавже вые будет отклонения, 
есдн только вблизи иет металла, в котором могут нидуктироваться токи. 

141. Стучент должен привыкнуть к переводу ва обыкновенный язык такого 
определения, какое дано в (1) п. 119. Имея это и виду, исследуем массу в 
Т? фунтов *), подвешенаую к пружине такой упругости что сила в 1 фуат 
удлиняет ее на # фут. Положни, что эта масса колеблется вверх и вниз, 


С-с 5 С А 


+) Название И” фунт. означает вес некоторого количества материи, ихерция ое в икженервых 


единидах ебть 


Е 


48 — 


котна И’ вахопится на уровне СС (черт. 79) на 2 фут (мы воображаем, что 
Аве жение назравдено вниз) ниже положения равновесея 00, то сила, действую- 


й ея 
щан наз нее по направлению к положенею раввовесия равиа, уз 
ь 


В 
фунтов, и, так как движующаяся масса есть ‚› (иренебрежеым 
9 


массой самой пружины иля будем  считаль только одну 
треть ее, прибавленной к массе движущегося тела). 


7 ь 
= Ж ускорение = т Е 
Черт. 79. 
Ускоренное равно ==. Такии образом ускорение пропорциадьзо жи 


в (№) п. 119 вместо 0? нужно подстазить р {2) же даст заког, связую- 


щий х н &. 
Обратите особенное внимание из то, что зиак--в (1) правилен. Тело 
бя ах 
движется книзу и х возрастает, так что $; Попожительно. Но -узотрицажельно, 
- 
так как движение тела вамедляется по мере возрастания =. . 


412. Вообразим, что движение тела взмедчяется силой, пропорциональной 
47 я 
егэ скорости а Заметиы, что она действует так же, как ит, Т.е. вверх по 
направлению в положению равновесня. 
Отсюда мы можем нанисаль 
Т7 ах 7,2 
ЕО 0 
ме а 1) 


Мы можем отсюда вндеть, какой закон связывает ян при подобной 
ослабляемой вибрации. 

143. Положим, что в последнем примере, когда тело переместилось вниз 
на ж_фут, точка привеса В также опустилась на 9 фуг ниже своего прежнего 
положения. Пружина в действительности вытянута только на, #— у, и восста- 


В в 
навливающая снла равна ти . Следовательно (1) примет вид. 


И ах 42, & У 
И. ВОРА (2) 


Теперь представим себе, что движение 9 дано в фучкцин времени, и нам 
нужно найти х, как фупкпню времени. Вставка в уравиение воличвны у обу- 
словливает то. что обывновенно называют форсированной вибрацией. Если у == 0, 
10 мы имеем дело с естественным колебанием. 

Мы привели эту задачу не для того, чтобы здесь же даль ее решение, 
хотя это и не трудно, но с тем, чтобы познакомить студента с дифференциаяь- 


аа 


ными уравиениями и показать ему, как пореводить их ва обыкновенный 
язык. 

МА. Заметим, что ести угловое отклонение твердого тела, от его положе- 
ния равновьсня ель @ вели Г ого момошт инерции вокруг оси, прэходящей 
через его ценар тяжести, Н0 сумма моментов вокруг той же осн сил, сопро- 

\ @8 
тивляющихся движению, и Р-р момент спл трения, которые пропорзнональны 
вкорости, то 
4260 
ай 
тде 6’ ебть угловое перемещение от внешней силы того ящика, в которому 
прикреплена пружина или какой либо упругий прибор. 


45. Следующий пример очевь хорош. Возвращаясь к случаю 1 п. 98 мы 
ныеем СЁ— волыаж в цепи, соединяющей обиладки ковдевсатора. Если мы 
примем в рассчег самоиндукцею ценв ТГ. то вольтаж ® выразится так: 


Г (4) 


. 
ЕВ НУ ...... 


Мы можем идти далее и сказать, чть если в цепь включен альтернато”, с 
электродвижущей силой е в некоторый момент, (если считать е № стоннной 
электродвижущей силой, то она будет противоположна, С, как показано на 
черт.), то 


ЕС нЕ ое. иена 
Но мы видели, что сила тока о. Я и 


Пользуясь этой величеной С для (5), мы получим 


аз а? фо а вы 
ВК а: —РКав=е— 6 нлИ КН ВК Не. - (2). 


Тетерь представим себе. что е дано в функции времени, и наём вужно 
найти о, как фувкцию времени. 

е обусловливает собою в системе то, что обыкновенно называют форси- 
ровавным вибрацисвиым током. Если е== О, мы имеем только естественные 
вибрадии. Инся ©, мы по (6) получим ©. 


146. Если (7) сравним со (2) и (3). то мы сразу видим авалогию между 
‘механической вибрирующей системой и электрической. 
Не можно представить так: 


7 4: Я #9 
г. ЕЕ? И-А механическая система 1, . . (8). 


@= #1 9_Е 
Ри Ез; 4х — к зевтрическая система. . . . (9). 


Масса ТЕ соответствует самоиндукций Ь. 


9 


а = 


Трение на дзине фута в севунду 6 соответствует сопротивлению Ё. 

Перемещение 2 отебнет электрод ижущей силе ©, или, повидимому йолее 
точно, © есть @ — количество перечещее ого элэктричества, деленное ва К. 

У ругость пружины № соответствует еъкости конденсатора К, 

Перемещевие от ввешней силы у соответствует элоктролвижуей силе, 
когорую дает альтерналор *) 


17, Нолное решение уравнений (8) и (9), т. е. выражение 5 или я в 
Фувкции &, будет состоять ив: 

1) решения при том условии, что у или е—0. 

Это условие соответствует естествеявой вибрации системы, которая пре- 
вращается сама собой, в зависимости от механического треииз в первом случае 
И от электрического трения или сопротивления во втором. Далее мы примемся 
За изучение этой вифраии. Без ноясневий должно быть очевидным, что если у 
или е райно 0, то мё имеем дело © тем случаем, когда система предоставлена, 
самой себе. ; 

2) Решения дия тога случая, когда пмеются одни только форсированные 
вибрации. 

Сумма этих двух результатов очевидно даст полное решение **). 


148. Форсированкая вибрация. Так как приведенные два случая в меха- 
нике И В элекгричестве аналогичвы, изучим механичесвие вибрачии, Еоторые 
легче себе представить. Во первых, мы должны превебре Ъ тревием и есте- 
етвенными вибрациями, хотя на самом деле всегда существует некоторое тренне. 
Тогда (8) получает вид 


42% 9 9 
ав Гук? = БУ-- бла бь вый. (10). 


Пусть уравнение у==@ зт 9& представляет движение, сообщенное точке 
привеса спиральной пружины, несущей вес Ил У может быть какой либо 
сложной периодической фувкиней, но мы рассиатриваем только один олен ее. 

Мы внаем, что, вели бы у было 0, то естественная вибрация выразилась бы 


уравиением 2 == 51 ( : И = "}, тде 6 и т мотут быть какими угодно 


величинами. Проще будет пользоваться 7? вместо 25 так вак нам приходится 


8 ЭТОГО воличества извлекает квадратный корень 2 есть 2, узпоженное на 
зисло п реодов в секунду естественных вибраций И” Мы можем перенисать 
уравнение так: 
хх 
а? 


Теперь попробуем, иетесть ди его решение х — А зп Я -Е В соз 9. Если это 


ИОП . (1). 


Так, то т; 
2 
603 91, получим — 44° -|- и8А == ма, так что А — г и— В02- т? В= 0, 


—— 44? зп 9: — В0? 08 0Ё приравнивая коэффициевты эт аи 


*) Студент должен ваменить 2 чероз @ пян О в (©}, в виде упражнения. 
*+) м. и. 169. 


д зыбь ивы 


ЦЕ 4, 


так что В==0, ебли только » не равно 9. Следовательно мы ныеем решение 
72а 
=—— ; 
Га я — д" И: ОЁ в. . (12). 


Это показывает, что форсирозанвая вибрация И” синхроничиа с движе- 


1 
жениямн точки опоры, а его амплитуда в г раз более амплитуды точки. 


. . 
м 

элоры. Теперь возьмем несколько чисел, чтобы пояснить наш вывод. Пусть 

&=1, и пусть 9 имеет различиые зпачения. Так, 9'п—=Ч означает, что 

число перподов форсированной вибрации есть '/\о зисха, пернодов естественной 

вибрации. 


ь | Амулитиху | о й Амизититу- 
— | да движе- = да лвеже 
Е ния т ® вия У’ 
0-1 | 1:01 1 | со 
05 18335 1-01 | — 50 
08 | 2778 | 108 | — 164 
09 5-263 о | = 092 
095, 1026 5 — 08 
0'97 16:92 2-0 — 03383 
09° 2525 5:0 6 042 
093 50:25 100 — 0010 


Зазетим, что когда число форенрованных перяозов составл ет малую 
часть числа естественн х териодов, форсиронанная вибрация И” есть точная 
копия двнжения точки опоры 2; прузпна и И двитутся по‹обно твердому 
телу. Когда форсированное двяжение делается более быстрым, движение и 
является как бы преувеличевным движением В. Когда, форсированная вибрация 
становится буазкой к естественной, движение Й’ обращается в весыма сильво 
преувеличенное движение В. Но всегла существует некоторое сопротивление, 
а потому амплитуда вибрации не может сделаться бесконечной. Когда пиело 
форсированных периодов больше чиеза естеств нных, И” всегда отстает ва пол 
периода от В, пахо:»сь наверху своего пути в тот мозент, когда В находьтся 
внизу. Е тда число форсированньх периодов в несколько раз более исла есте- 
ственных, движение У стаиовится очень малым; масса поч.и находится в 
покое. 

Те, вто проектируют сейсмографы, стараются вайтиьпостонниую точку, 
остающуюся в покое, в то время, как все окружающее вахбуится в движении, 
Заметим, что прин движении вверх п вниз в последнем тодьь\ что упомянутом 
случае Я есть подобная постоянная точка. 

Когда числа периодов форсировавных н естественных вибраций прибли- 
вительно равны, то?мы имеем дело с тем случаем, который обусловливает резо- 
нане в музыкальных инструмевтах; этн обстоятельства также заставляют нас 
бояться висячих мостов и судов с боковой вачкой. Мы слегко могли бы при- 
вости хоть двадцать интересных прнмероя, поясняющих важность вышензло 
женного принципа в ипжезервом дело. Теперь студент может сам изучить ана- 
догию эгих явлений в электричестве в повять, что такое вибриции Герца. 


41 


149. Вибрация индикатора. паровой машины. Кзрандалш в своем дви- 
жении должен точно записывать давление пара на поршень в каждый момент: 
это значит, что естественная вибра ии прибора лольны очень быстро уничто- 
жаться треянем, Но всякое тревие-ччезацыер, тиоруого тела о Твердое, служит 
причиной неправильностей. Лейстенгельно легко видеть, что благо яря такому 
трению диаграмны ясегда буд,т болве вытанутымн, чем они должны быть. На 
практике мы ваходнм, что, если число естественных перводов прибора в 20 
раз более, чем машиимы, то на дваграмме получается мало зубцов, происходя- 
щих от естествениьх вибраций индикатора. Еелн число естественных периодов 


Только в девять раз боньше, то диаграмма получаетея такой неровной, что ею 
нельзя пользоваться. 


Число периодов массы и на конце пружины с упругостью Й, сы. п. 141 
равно 1. у. ЭГ, евли пренебречь трерёем. Мы рассмотрим тренве в н. 160 
2 


Кавово число периодов механнема, подобиого тому, который имеется в индика- 
торе с упругой пружиной? Ответ; пусть в певоторой точке инднкаторного меха- 


пизма находится = н перемещепие этой точки равно $, в то время 
как перемещение конца пружины (в обывиовеином ннянваторе—поршня) равно 1; 


8 9 
представим себе, что вместо уу МЫ емеем массу уу на конце пружины. 


1 9 
2 у РУз 

Длн доказательства возьмем случай, показанный на черт, 80: ОВ есть 
невесохый рычаг, вращающийся на шарнире около 
точни О с грузом И’ в точке В. Невюсомая пружи- с 
на привреплена к нему в 4. Когла М переместилось 
ввиз На расстояние < от положения равновесия, упру- 


Тогда чнсло периодов будет 


гая сила в пружине равна. Угловое перемещение 


рызага 10 направлевию  чсорой стрелки равно 


ЕЯ 
20: Момевт инерпии Х угловое ускорение числевно 


Черт 890. 


у Е 
равен моменту сплы. Момент инерции есть ОБ». Угловое ускорение равно 
Е 9 


2 а И р. ня 
>. тде = означает ке так что — ОВ:. ИЕ: ОМ=0, 


а? 


‚ ба 
Или я + Пу: А 2=0. 


90 “СТБ 10, что мы назоали $, так что вуссто прежнего #7, ког.а И” было 


непосредетвонко подвешенно н пружвие, пужно взять 3217. 


=. 


150. Указатель вибраций. Черт. 81 ноказывает прибор, которым пользуются 
для записи бустрых вертекальных колебаний зехли. 

Масса СРО опирзется в точке Р— ни тотрие ниж или иж колеся трерня. 
Целяр тяжести 6’ находьтся на одной гориоотазьноя лььый @ Ри О. пеогь 
Ра=а, @4=6, Ро—а-- =. Вертикальная прузшна АА к анть ЮО под 
держивают тело в л0чке ©. В данном случае Л есть пружина Айртон— Черри, 

воторая пре помощи вращающегося 

А указателя Ю, показывает отновательное 

положение 4 и 0. Чренобрежем ее 

инерцвей и будем предполагать, что 

указатель вполие точио указывает от- 

носнтельиое положевив А н 9. Можно 

в было бы сокралить труд, если рассма- 

= тривать только избыток сил, действующих 

с С @ в точках Ри 0, в сравнении с положе- 

Черт. 81. нием разновесия, но ради ясности, мы 
рассмотрим все силы. 

Когда тело совершает движение параллельно плоскости бумаги, то мы м 
жем написать уравиение, выражавлцее, что равводействующая сила равна 
(численно) массе, умноженвной ва линейное ускоревие центра тяжести ь 
ваправлении равкодействующей. Мы ысжеы записать в пругое уравневве 
на освовании того, что равводействующий момент сил вокруг оси, перпен- 
дикулярной к плоскости бумаги и проходящей через цертр тяжести, равен 
угловому ускорению, умноженному на момент икорции вокруг оси. прохо- 
дящей через центр тяжести. Я буду пользовальвя буквами х, х их дая 


Я а 
обозначения перемещения, скорости и ускорения или х, к ав. 


Пусть Ри А переместились вниз на ^1. Пусть @ опустилось на высоту 
2. и положим, что упругая сита натяжения пружины равна @9-—@,-|-е (х— м, }, 
где с известное постониное число (е есть величина обратная № ви. 141). 
Пусть И вес тела. Гогда, если Р, и @, иаправлениые вверх снлы в точках 
Ри в положении равновесия, то 


9, @-15) = Ивир, 19, = И, 
ых ат 


Отсюда яр -3 и ы. (П) 
@—е, Ре — *,). 
С] а 
Но С переместилось вниз на о. - р 52, 
И т 
так что р =. а. пью фа. (21 


Угловое перемешение тела 0 вокруг Центра тяжести по направлению 


стрелки Часов будет НЕ $ - Так что, если Г его моменя внерции вокруг @, 


— 49 — 


з а. 


если вместо „ ‘оставить АГ, вечи 1 М1, тде ® рэлиус инерцни 


; р ь , { ар в 
уг @, то 12) и (3) дадут йаы *--? | + а7 | -{ 2 (++) = 


т Ра | 1 
ет ("м =. [| и Е - 
Пеш #-—радмус ицерцин вояруг Р, то мы =нй 1ем, что (4) примет болоо 
той вил 


я — а | нк, 
1 6 

черед, обозначим , ] м-= 2 чнело естественных периодов, 2 г* иол- 
г: 


@ 
ны УМосто 1 —йз- Назовем х— буквой у, так как именно эту вели- 
т 


У можот отметить наблодатоль, если ящик прибора, комната п сам 
цатель, получает движенце х.. Тогда, так как у== а, изи = 
ы 2&. е 
у, Ре = ев, и. 
Так что С Е 


== ЩЕ 
а В 


Чусть 2.—А вт 92. 
Мы пренобрегаом в расчете трением для удобства понимания наших вы- 


©дзако мы предполахнем, что есть некоторое трение, достаточное, чтобы 
ожить естествениую вибрацию тела. 


если предноложим, что у==а 5т 9 то найдем, что 
| о 025 


м 


= к 
В. 9 — 02 

Это означает, что виднмов движение у (оно есть то, которое показывает 

тель пружины Айртон-Перри, можно также устроить зеркало, бросающее 

а 9 


из. экран) в ара 2 283 более действительного движения подставки при- 
8—0 


вомнаты н наблюдателя. Если 4 волпко сравнительно с я, например, 
4 всегда более, чем в пять раз превосходят ®, то мы можем принять, что 


@ 

щееся движение в уз Раз более действительного движения и не зависит от 
1 

перподов. Следовательно, всякое перкодическое движевие (продолжи- 


ть периода которого, положим, составлает монее 1/5 от времена пернода 
#) будет’ точио указываемо. 


а 


Заметим, что, если а1-=А\?, так что @ есть то, что называют центре 
качания, О остаетсл неподвижной или постоянной точкой. Но на практике 
иребор обыкновенно устранвчется так, как показано на чертеже, и Онв 
коем случае не может быть постоянной точкой. Прнбор того же рода может 
быть применен’ для наблюдения над колебаниями в направлении с востока иа 
запад, нли с севера на юг- 


Я: . 
15 Всякое уравнение, содержащее в себе ая ин ‚5 Нм вавую-либе 


другую производную, называется „дифференциальным уравивииега“. Летас 
убедиться, что дифференциальные уравнении могут выражать законы в их са- 
мом общем виде. 


/ Так, осли х есть линейное расстояние п время, то условие „» — о 
р 


3% 
выражает, что (ускорение) не изменяется. Это есть самое общее выражение 
равномерно убсковенного движения. Если мы пронитегрируем и похучим, что 
425 
а 
что постоянное ускорение равно а. Если мы вновь проинчегрируем к получый 


и -Еь 


= @, т0 мы этим устанавливаем более спределенное положение, икмеиио, 


<. 
иы пмевм еще большую определенвость, так как вводим величину Ь, озвачав»- 
щую свогость при #=0. 

ЗФсли мы еще раз проинтегрируем и получим 
= ай | Ы-ре, 

5о эт0 значит, что х==е при #-=6. 
? Далее, мы убедимся в том. что миогие из весьма важных общих законов 
получают просфое иа вид выражение в форуе дифференциального уравнения, 


и студенх будет обладать бодьтлим преимуществом, если он, рассмотрев такое 
уравнение, сумеет перовестн его смысл на обычный язык. 


152. Уравнение тавого вида: 
Фу а а а 
о -® 
если Р, 0, В, бихХ суть фунецин олиого толиво =, или постоянные, называется 
линейным дифферовинальным уравнением. 

з Большая асть наших исследований в инженерных науках, в механик 
или в электратехнике приводит вас к линейным уравнанизы, в которых В 
ит. д за исключением Х суть постоянные величины. 

Таковы, например, уравнения (8} и (9) вп. 146. 
Далее мы увидим, что в известиых случаях мы можем найти полное ре. 
шение (1) при Л=0, т. в. найденное решение будет заключать в себе ве 
| возможные решения. Тенорь похожим, что это рошение будет 9—7 (<). 
видим, что эта функция должна заключаль"в себе четыре произвольных постоя 


5: в & 


Мы 
них, так как высшая производная в (1) есть ар в мы докажем, что, веви пре 
Х 6 равном нулю мы можеы путем утадывания притги к одному решению 
которое мы назовем у == А` (2), то 
у =) - Е (к) 

будет решением (1). Мы узнаем в главе ПП, что это’будег полное решение (1). 

В остальной части настоящей хлавы мы будеы считать Р, Он=. х. по- 
стоянными; пусть 
Ты @3 @?у 
ПНА и Ва 
ах ах а. 


Я 


СИ вх... а 
где 1, В, С, Е суть постоливые, а Х ссзь фуикция е. 
Мы часто пишем (2) в такой форме 


& ы 
(ав с ЧЕ)у-х 8). 


158. Возьмем самое простое уравиение вида (3). Пусть 


ау 
--—ау=0 31 = ‚. (@ 
ар бу (4), 
очевидно, что (см. п. 97} у== Меех , Ц - - 6). 
будет решением, причем 1/ есть некоторая произвочьная постояиная, 
95 Е 
154. Теперь возьмем =. =... к Зе . (6). 
Цомощью проб мы находим, что у Месх Е №-=* . - Ве 
есть решение, при чем 2 и № суть проиввольные ностозаные. 
| ау 
Но если о ча ие «кнь 48), 
то мы видим, что, так как ав (6) соответствует 92 в (8), если 2 означает 
У— союу-=- Ме* Е № = 3 - 
`бутет решением (8) Если мы проверим, ворио лн зто, помощью диффореяци- 
Фовання, считая г реальной величниой и конечно полагая 2 = —1, 38-1, 


= 1. 15 =, ит. д. мы убедимся, что это так Но каное значение мы м0- 
ем придавать такому ответу как (9)? Сделан пробы, а также вспомнив лвбо- 
ытиые знадотин, описанные э п. 106, мы найдем, что это есть полное роше- 


У = М, зп пл -Р М, 603 их О 
Так ках (9) ин (10) об». представляют полные решения (и. 158), 26» оин 
оба содержат по две произвольных постояниых, которые мотут быгь мзимыми 
или нет, мы отсюда выводим, что выражение (9) и (10) тождествеаны и для 
студента будет прекрасное, упражиение, если ов выражение (10} посгараэтея 
хривости к виду (9) пользуясь формулами ДЛЯ 51 92 Н ©0$ ах н. 108, и 
вспомни, чте произвольные постоянные могут быть и действительными. Уроме 


Е 


того, важно для инженера уметь обращаться на практике с гелнзинами, вото- 
рые ьатемативи называют минмыми. ь 


155. Розвращаясь к более общему еиду (3), когда Х=0, мы попробуем. 
ие будет ни решением у = №е”*, и фидим, что это будет в том случае, есле 
пар Аз -- В? Ст-- Е=0О [6%] 
Таное уравнение называется обыкновенно вспомогательным, найлем его 
четыре корня, т. е. четыре значевия 9%, которые булут удоваетворять ему, ® 
вазыгаем их 9%, ть, т, т; тотда получим 
= Ме -Ь Ме" Ме" Ме" 
полное решение {3} при Х==0; причем Л, и т, д, суть пронзвольные Чюсле 
янные. у 
_ 
156. Так, решим уравнение : 
ы с Ру а 
Ради бд — бе 
ах @ ах ах 
если презноложим, что у==е”“, то найдем, что 2 должно удовлетворять урае® 
нению 9“ -[ 58 -Р 5я? — 5% — 6 =0. ; 
Пробами мы ваходим один из корией ®==1; разделив левую часть из. 


—5 7. —6/=0; 


{п — Пи сова пробуя, находим, что и ==—1.— в0ть второй корень; опять. 
делим на т-РЁ и тогда получаех ымнотозлеи второй стевенн, для кс ото 
быстро находим остальные корни %ж==—-2 и # = — 8. 

Отсюла 


У Мет Ме" Ме Ме | 

будет пожным решением; Л, М» Е т. д. суть произвольные постоянные. 
157. Уравнение подобное (1) может иметь и мнимый корень вида т -- т, 
тде # назисаио вместо и — 1, в0 мы из аатебры знаем, что тание миной 


корки бывают попарно: если есть одии вида т-р иё, то есть в другой вниа 
2—4. Соответствениые решения для у будут 


у Ме Ме ныи, 
или е"х (Ге | Ме"), 
но на осяовании (10) это может быть маписано так 

у— в (М эт их М с08 У}, 
тде АГ м М суть некоторые пронзвольиые по-тоянные. 


158. Предположим, что два кория и» вспомотательного уравнения случайн 
равны; обыкновенно не пишут 
у= Ме" М," 
так как это было бы равно (М, -- 1.) е”х или Ме””, те М евть произвохь 
ная постоянная, между тем общее решение должно завлючать две ироизвольны 
постоянния. е 


ВВ 


В этом случае мы упогребляем искусственный прием: мы делом предно- 
зоеиие, что корни суть ж н ж-Р А, где В бесконечно убываюжщее: 


у = Ме" Ме них 
— ее (М, | Ме") 


2 8.3 
но по п. 97, 6 — 1-й - о ль 


2.2 
отсюда у = © ( М, М. МАЗ М, и ня т 


Назовея М,й-— № и представим себе, что № становится вса зеньше, & 
М, все больше, так что /М,й может быть какой угодно величиной, положим М, 


кроме того 
М, - М, = М; 
тез как й бесконечно убывает, то мы найдем 
у = (М-Е №). 
Тели это рассуждение не удовлетвогат читателя. то сн дозажя помнить, 
что ‘итд воогда можем проверить наш результать и всегда иайдем, ит! из верен. 


159. Подобным путем мы приходим к следующему общему пралчлу ретне 
зия линейных днффереяцнельных уравиений с ностояниыми гаэ®ф"ононтами _ 
Птоть будет уравнение 


«у 4" ‘у т ау 
ы. АВ, ... = Ну =0 (1), 
де Е хе -Е Воде --. О-В 
Составляем вспемогалельное уравнение 
эт 5 Ат" —-- Виа... Ст Ы-=- 0. 

Ослное зиачение 4 может быть пыраяеис радом чбенов: кажзия 7 яойеумг- 
ЗЫ МУ зибзению т, положим о, будет соответствозать член М, е":*; пазлии 
каре мнимых значений а, —В.7 — чнен 

ем" (М, эт З,х -Е М, 05 В,2); 
причем коэффициенты /М,, М., №, суть произвольвие посточнны?. содн спо? - 
Титствующий корень повторяется однажды, многочлены ((— 1] степьче < про- 
завольнымм постоянными коэффициенхами, если кореиь повторяется т раз 


Фу Фу Фу Фу _@у , 
Улразенение 5 —- 12 ая -- 66 — 206-=5-[ 345 а --294у-=0. 


«Е 7 


Составив всномогалельиое уравнение, мутем проб получим следующие 


пять корней 


5 


—8,—3,— 9, — 2-81, —2 — 84. 
Следовательно ответ будет 


Е Мже- Ме ео Музт 32 №0332) 
'Упраоюнение 1. Проинтогрировать — — г Зу=0. 


Ответ: у== 4ех-| Ве’. 


= 54 — 


а 
9х 


Ответ: у— ее" [А эт зх-- В с05 за). 


3. Нронитеграровать —ю 4 зд у-=0. 
р ах 


# 
8. Пронитегрировать |. +5 — = 9у=— 0. Омвет: у= (АН В» ^. 


ау у 429 

4. П овать =“ — 12 = 

тер роватЬ а де 

ЗАвсь 2 — 122 | 62 — 156т-- 169 ==0, и легко видеть, чтр это есть 

нолный квадрат. Кории вспомогательного уравнения суть 8-- 2%, 8-|-86 8 — 9, 
8—2. р 


Отсюда решение будет уе» {(А, -- В,®) зи: 2-Е (4-Е Вь®) 032]. 
Теверь вы разсмотрим пример, имеющий важное значение в физике, 


-- 62 — 156 9 рю, 


Естественные вибрации. Пример. 


га 
160. В п. 1416 мы имелу механическую систему, вибрярующую с одной 
слепенью свободы, и мы виделн, что этн вибрации аназогичны с когебаинями. 
происхолащими в электрической системе, состоящей из кокденсатора, и обмотки 
в сонротьвлевием и самонидукдией. Мы пренебрегали зрением в механической 
и совротивлением в элекурической системе. Теперь мы займемся изучениее 
ик остоственвых вибраций, и, нак и раньше, выберем механическую задату, 
Если тяжесть в И фунтов, подзешанная к концу пружины, которая лин силе 
с: фултов уллниястся на х фут, в своем движении встречает сопротивление 
ох сизы трения, равной ЬХ скерссть, то в п. 136 мы имелн травневие 9) Ели 
7 а; Е 
д а ига = 0, 


о, ва, 
Е 


аи 


ни Ра Г ИА —“ 


* р № ПА 
Обозначим учерез 3. и пусть А =1?; (1} примет вяд 


425 


Ч . * 
ВЕ ЗВ 2 (8) 


Составив вспомогательно уравнение, мы изйдем, что корни его будут 


ж = — {+ УР —?. 

В зависимости от величины [и я, мы получим разлиеные вичы решений. 
Чаобы вычислить произвольные постоянные, мы должны иметь достаточио 65 
дений отпосительно движения. Я предполагаю, что когда #==®, тохе накодихе 
нри % — 0 вн движение его соверттается со скоростью %.. 


Т. Нусть { бояе я, корни будут — а ин — В. 
Н. Пусть Ё==н, м корни будут—Ги — А 


БЕ 


Ш. «а, н корни будут —в-= фе, 
ТИ. Пусть /=0, и корин будут-е нА 
Гогда, согхаено правилу п. 159: 
В Т случае наз ответ будет ® 


с== Де | Ве 


Чт 
и раз мы сказали, что г =-0, и @-=*о при #==0, то мы иожем вычистить 


А в В и тавлы образом найти х точно в зависимости от #. 
Во П[ случае нали отвег х==(А-Р ВА 2-й 
В Ш сжучзе ответ будег я —=е “ (А т Ы-ЬВ соз Ы); 
ВТУ случае наш ответ будет я= 4 5 НВ с0$ в& 


161. Мы продпочтемвзять численный пример я уверяем студента, что ему 
не следуст роитать на то, тго тратится время на него и из, друтне подобные 
тещи. Пусть и=-3, и будем брать различные значения для {. Дия улобетва 


сравнения во всех случаях будем предполагаль, чо г 0 при {он рр 
| 
-=20 фут в сезунду, кода /=0. 
Случай ТУ: Пустн /= 0, тогда г-- А $1 ПЕ-Е В с05$ =, 
0—1 Ж0-Е ВХ ь, следовательно В 
6: 
== ВА с0$ !— „В чим, 


30—54. так что 4 ==29... 


.0м ванесем низ, чертеже 1 0,67 ЗИ 34. я 
20 уразиение изображается конвой 4, черт. 89. Это вопечво обтгнновеп- 
чан сннусоида: ие ослабленное простое гармонической движение. 


Случай 1. Г= 9,3. Вспомогательное уравиение дает и? == — 0.3 У 6,05—9 
—  0,3-=2.9858. 


Отеле в урависпии #=е “" (А зш Ы-Р В с0$ № о -( 
" — — 0.3 и ф == 2,985. 


Бы можете ио с‘умоть продифференцировать произведение. хотя зы Г 
дали правило для зтого в в. 90. Мы даем несколько упражнений в 
- ах —-аё о 
тих Ш, з здесь мы согласимся, что ж=— 9 Сэт М-ЬВ с05 9) -Е 


-Н ве “(А со — В зт). . . @) 


1. „ 
Полежям 2—0 при 1—0 ин в= 10 при #==0. Тогдь из (1) В-®я 


| 208 =Я или А = 
„ 


отсюла и=5,7е "511 2.9856. 


Е, 


Это уравнение ивображетя кривой 8 иа черт. 3>. Заметим, чте воледотиия 
хрения период измениаел. ' у 
Случай 1. Пусть #==38. Керви вспомогательного уравневия 061? 
т=—З и— 8 — равные. Отсюда 
а А 


Черт. 82. 


Члесь опять нам В7жно ллфференцировать произледесои 


п Ве "= з(а-- ВЕ - в. 
ах ъ 
ЗВводя х=0 при += и; =97 при {| ==0, получим нз (1) А=-0ю 
нз. (2) В =20. Г 
Отсюда $ = 301. 1 
Это из-бражзется на черт. 82 кривой 2 
‘нучай Е. Пусть /==5. Коран зеломотатеяьиото уравнения будут — 9 и— 1. 
Н] 9х Эа 2 
—= -- В ЗЕ я Ве’, 


Вводя начальные условия, получим 
= +В, 305 94—В 
отсюда, а ==-=Э В=2, 
в (ее). 


Эго уравнение представлено на черт. 8® кривой [. 
Студенты могут взять начальные условия 


ах 


@ 


= пря (=0Ои 0 при 2 = ®. 


— 57 — =.’ 

{ г =: а 
Это представляет случай тела, начинающего движение в ‘момеви #==0, 
или, в случае элевтрической системы; заряжениого вОнденбатора, который начя: 
наст равражалься в момент # = 0- Е 7 
Заметим, что если продифференцировать (1) п. 160; -че-м_ вохучиы, 


аки 
(обо ачая т; через ® |, 


Мы имееы таким образом тачно хакой же закон ддя скорости м ускорения, 
как п для самого =. 
_ 4 
Также и в случае электрической систехгы, так как К Га 
тока, то, если мы продиффереицируем, то найдем, что один и тот же закон 
существуег для тока и для элентролвижущей силы. Конечно благозаря началь- 
иным условиям получатся разные решения этпх уравнений. 


означает сиху 


162. Есяп правая часть линейного ди@Фереидиального уразневия подоб- 
ного (2) п. 152 будет не нуль, и наше решение должно предсгасить, ких форен- 
рованное движение системы, 15% и естественныя вибрации, то позезио предвари- 
тельно вотлянуть на залачу с такой точки зрения, которая булет яеза из 
хедующего поостого примера. 

Нужно решить узавнение (11) и. 148: 


«их а ‚ 
р Е я?я == Заз 0 . 5 (0; 
Я 


равнение двнжения снстечы с одкой степенью свободы н без трения. 
Лнифференцируя дважды, иаходим 


ее. р — 2202а, 1 41. 


4х 29% НИ 
Отсюда на основанни (1) ан 4-7) Е Е 42° =0 . 2) 


Вспомогательное уравиенне для (2) будет 


а -- (и?) та а?" ==0 . „ (3) 
и мы знаем, что два корня будут я и другие два-— 0’. Отодди Нчеем полиое 
решение 
х— Азт- В 05 -- Сэт -Р РО 05. д - +. (4) 


Лифференцеруя (1), мы дали возможность явиться двум лишинм произ- 
волЕиым постолиным Си Г) и очевидно, что подставив (4) в основиое урав- 
нение, мы получиы определеииые величниы для Си р, так ва В дейотви- 
тельности они ие произвольнег. Легко заметить, чзо диффенеицируя (1) и получая 
(2), мы делаем систему более сложной, даем ей другую степень свободы, изн 
луие сказать, делаем ес частью большей системы, естественные вибрации 
которой представлены уравневием (4). Когда мы заставляем некотврую массу. 
вибрировать на конце пружины, нужно номвить, что центр тяжести этой массы, 


а 


подетевки, ив которой оиа укреплена, и комиаты, остается иеизменным. По- 
этому в шодетавке также пронеходят вибрации, порождающие трение, воторое 
засхавтяег выбрачии утихать. Нели тут же паходится другая вибрирующая 
вахса, та этот зффект ослабляется. Например, еели из черт. 83 М вибрирует 
на ковке иэлосы 1.1, защемленной треками „4, то всякое движение 8/ на- 
право хелжно сопровождальси движением -Ё и подставки налево. Но если у 
нас есть две массы, (ваш в камертове), движу- 

` щиеся в каздый момент по противх положным 

те (=) иапразлениям, то яет падобности в движенни 

: подставхи, н следовательно система А. ви- 
брирует так, ках, если бы треиня ие суйествовало, 

и на этом приациие основано устройство ка- 

мертова.: Есни движение началось низте, чем 

| в вышеприведениом случае, оно быстро ста- 
} новится таким, так как некоторая часть 
о. движения, которая иуждается в движении 


В „7“ `_ центра тяжести подставон, очень быстро 
] 1 - ослабляется и исчезает. (Стронтели паровых 
—-ч иалини и те лица, которые пользуются ими 

МА 7. в городах, тде запрещено расиространекно 


КИ колебаний в зетле, знают, что все эти 06- 
стоятельства следует приипиать во  вни- 


Черт. 83- зтание. 


163. Исли у есть функция х, то уравнение (3). п. 152 показывает нам, 
‚акую сложную операцию над ней надо произвести. Иногда унотребляется 
за5ой снмрох. 

(01 -|- 463-60-00 В)у==Х. 
воторый овиачает то же сзмор; Ву значит, что мы дифференцируем у пех. Му 
‹начаег, что мы дифференцируем у дважды н т. д. 

Лотяо понять, что 0, 02 пт, д. суть только символы действия. Едва ди 
вужио говорить, что 0?у ке значит, что берется какое то количество @, возвз 
дится в кзадрат и умвомается на у; это просто удобный способ выражения 
зто, что $ дохжио быть дважды продифференцировано. 60и будег означать то 

ау 


це самое. Что будет выражать по этой системе (6-[ а) 5? Оно означает Я -- 6 


Что значит (92 -|- 40-Г В) у? — Око означаех Е г — —- Бу. (в--а)у тре- 


бует, чтобы иродифферезцировали у н прибавили в этому @ раз по у, и хотя 
в есть ироетой множитель, а 6 ие есть множитель, однако, мы видим, чге 
он М -) 

(Е ау==%у-- 09. 

Действитехьно, мы нахоним, что 6 входит в эти условные выраження, КЗ 
алгебраическая величина, хотя этого и иет на самом деле. 

Ясли и ы г суть функции х, то мы зиаем, что 

9 (ие) =би-Е 6. 
Э:е выражает гак иазываемый распределительный закон. 


'Течно также, ссли а постоянное число, то ба == аби, или дейелвие вы эквв- 
залентие хойствню 0. Это выражает так называемый переместительный закон. 


О = 


В евою очередь 09” 6”; это есть закон показателей. Мелы эти три 
ЗаЕонэ пряниыэются за основные, то мы имеем право вводить 8 в ебикновен- 
вые алгебраические выражения, принимал его за обыкновенное количество. 

8 подчиняется всем этим законам при сочетании с постояникким вехичи- 

[ат 
нами: но заметьте, что, если и # суть функции 2, ги озназающее д 
вгенио отлично от 0-е. Нехн ны будем внимательно относится“ этны хей- 
ствияы, то изверно ие будем делать оттибок. 


Произведом действие 8 над (0-Ра)у. Но, 
(6-Е луу==ву-Рау пли Я а. 
р 


Произвести действие 0-|-В зиачит: «продифференцировазть (это ласт 


зохер- 


Фу, ау ау 
нам д Га Е) ц прибавить 6 раз по тя 8 Следоватехьне эт даст 
„” бу а у Фу Чу | 
вам ая НЯ а. --ё ар На или дав Н(@-Е 5) =. |- абу нхи 
02--@а--о 8 -Рабь. 


Мы зидим, таким образом, что двойная операция 
5-9 


1зег то: же результат, что и 


[03 -|-(@-Е 8) 68 -- а], 
Подобным способом и другими путяюи легко показать, что, хотя 8 ет, 
имвоя действия, а Ве вшчество, однако оно входит в комбинации так, ох 


бт1то опо есть алгебракческая пелнчиня, до тех пор, пока вв езичины 
я, ит. д. суть постоянные. Заметим также, что 
9 @--5 
есть то же еамое, что и (0--5)(0-|- а} 
Студент холжек из практике убедиться, что это так, и должен еевоиться 


г этим способом обозначения. Он увидит, что это избавляет от массы непро- 
изводительното труда. Так, сравните такие выражения 


(#0 -|-5) (0-5 В) 


с [962 -|- (а8--ав) 0-Е, 
у ду 
или ча [в | (@8 - «6 арг 


164. Положны, что Ру употреблено, как символ какото-либе замыслова- 
того действия, которое должио быть совершено над у, и мы геворим, это 
Ру=Х; ис вначет лы это, что, если только мы сумеем сделать ебратное деВ- 


4 рах <> 
ствие и обозначим это обратное действи © 1 или р” "= Хх ии т: 


Яхя вас ечевидео. что, если мы совершим действие Де О *Х, те мы этИн 


— 166 — 


@ 
увичтожим результат действия 2 \. Но, есл" = -Неи==Х, или с: а) =. 
я 
или (8--в)у=Х, то обратиое действие мы можем обозначнть 
1 
(+=) о О . (1), 
Хх. Е 
ияН ; а Бала а В 
к: 1 
4х с 
Возьмем последнее из выражений; теперь ой есть провтой символ 
обратного действия, и ыы нидим, что ) 
Хх 
Е . - .(), 
подчиняется обыкиовенным правилам умножения, так вав (3) евть то же, что 
(ЕО ух . (4), 
и (4) получается нз (3), нак бы умножевнем обед» чаесей ур 7 иа (6 1-@) 
32 ‚ 
Точно танже возьмем 2ь-Н@а--и ра х. Е: 
или [2-Е @-+5) о -Рабу=х . . 46), 
Иан (Нам Ву=х. . - (1). 
Здесь ирямое дойслвне (0 -Р а), сокертенвое ваз |! 6) у дот нам Х; 
отсюда но выше указанному ‘определению 
х 
о . + . - (8), 
повторяя то же самое, мы получиз 
1 Хх 
ео (2) --® 


Но согласно с нашим методом обозначения обратных дейетвий, (6) напишется 
так 


х 
=. с — 
«Ней еЕа 
авиы образом и здесь мы ие видим никакого противоречия з том, что мы 


Толовищись обращаться с выражениями (0-1 а) и (01-2) (9) хак, как будте '@ 
воть алгебраическая величина. 


«10 


165. Теперь мы знаем, что обратное действие 


С 
может быть выполнено в два приема; сначаза производим действие (9 -|- 2) 1а 
нотом (6 а) 1. 


ы — 61 — 


Туг является интересный вопрос. Мы знаем, что, всли бы 6 было дейсхнл- 
твяьно аятезранческой величиной, то 
то 
[2 


1 1 
ео Бава ор * № 


Важно узнать, совершенно ли разноспльно действие 


В 1” 8 
Баба 66) м р АА 


зействию облатному &-|- (а В) з--аб?. , . . (4). Мы окажек только, что 
это будет верно, если прямое действие (4) совершенно уничтожает (3). Пра- 
соединим (3) в Х ик результату пришашем (4); сли мы произведем действие #4) 


ах ь 
изд па Х, очевидно мы получим (8-5) Х нии =--8Х ; если мы произ- 


а ах 
зедем действие (4) над Е Х, мы очевидно получим (6 -- а) Х изи т вх, по 


В ах ; 
| ых - (=) х. 


о—а] ах 


Таким образом, мы видим, что (3) обратно (4), и что мы имеем право 
расчленить обратное действие продставасяное левой частью ураввения (2), и® 
огдельвые действия, указанкые правой частью (2) Мы уже имели дело с го- 
добными случаямн, когда выражение, над которым производилось действие 
равие было 0. Ибо очевидно, что если в, в, и т. д. суть верни вопомоталоиы 
ного, уравнения п. 159, то это значит, что 


РА В. . .а--н 
может быть разхожено на члены (8 — а.) (0 —ч,) ит. д. 
Заметны, что, если — =Х или бу—Х, или у г: или у==6'Х, то 


обратное действие 6—1 просто озвачает, что Х нужно проинтегрироваяь. Точно 
Также 0-2 означает двойное интегрирование и т. д. =). 


= т 
5) Предотавиле, ‘то в паших действиях нам постоянно приходится встречаться © символами @ в, 


—м- 2 = 
или 6 2 пчи 6/3 ит, ду какое толковалне мы должны ин дать? Теперь нет особенной необходи- 
мости рвссиатривать их. Какое бы толкование мы не дази им, оно не должно противоречить тому, 


В. т —/, 
что уже скаваие по этому поводу. Например 82 соть то же самое, что 06 в соньчвот 
я 


то же, что“и. ГЕ [1 : пли @ 02 Мы должны помнить, что воякое подобпое действие есть интегри- 
рованне, и чта ыы пользуемся симролами для облегчения пахожленея ответов: мы пользуемет паучным 
методом пре и, и самое шее наше съидетельство законности этого метода, есть проверка из деле 
ролученкого ками ответа; это может быть сделано всегда. Большая чаеть функний, с которыми ам. 


приходптея иметь дело, суть иди вида Ае“” или В зт 6х иди суммы таких фупкцай. Замотны, 2% 
Одет” =. Дате“. 


&сли м есть желое число, положительное или отрицательное. Отсюда видно, что решение задач было бы = 


значительно облеглево, если бы принять, что 
ФР дея — Да еих 


или что 9 Ае*“ — Аа ея д” и” г 


— 62 — 


166. Задачи из электричества. Цепь с сопротивлевием Ё в самоин- 
дукцией Ё. 


> ас. 
У—= ВС-|- д : 
а 
обозначны зи “врез 8, тогда 
р 
= (п-т 10) Сми С вв 


Действительно, во всех ъаших алгебраических выкзадезх вы счигавы 
В--ЕО Еа5 бы за сопротивление. 

Конденсатор сывостью Ж фарая. Пусль разеость потенциалов между 
обкладками будет 7 вольт. Пусть С — сила хока в азперах, напразляющегог8 
внутрь коыденсатора, иначе говоря. скорость, с которой в"зрастает ©, заряд ето 


а Я 
в кулонах; отсюда ( = -. =. КИ) или, так как К обыввовенно прини- 

Ц Ч 

арг 
мается за хостоянное С=А й- 
Также 9.8 5152 = БЬс0з 6х — В зт (-. —- 2) 
9-В зи: Вл = — Вё? п 6х = ВБ? зш (6-я), 

Е 9 Бзнье = Ва (ы+» 5) М 


Очезадиа. те ве остается верным, шоки ® есть положотельное иди отрицательное цедее числ: до- 
вустяы, что это нерно и тогла, остн и есть положительная и отрицательная дробь, таб 979 


ЭВ ыпьх == Вл эй (= а) - и. . - @). 


Шоте в другие известные иохезные функции, кроме е“” и зи1 бл, нид когорыши, действие 9 ыа 

- даст резальтаты, имеющие для нас практическое значение. Например, позожем, что ыы выеем деле 

с такой бункциен, котарзя равняется О для всех отрицательных значении хи равна мостоянной велк- 

члне в дя нсех положительных значений х; легко убедитьея, что, если такую функцию назо- 
нем { {2}, те 


ога С х Е 


2) и = 
в оначания © в, иди @'2, пли 0 ‘3, вли © 7? дегко могут быль получены дифференцировв- 
ином изи ивтегрированием. Мнехопическое правило для этого, (ыы не будем приводить здесь его до- 
[2 


зазетельютва изи вывода), будет 9х” —, ке - 
а Г 
4, 1 'ъ 
Жусть #— И в — О тогде получим 0 220 = 


ГЕ 
| *® 
Е»! не пмеет асного значения. Дадим ему некоторое значение, предноложив, чте, то, что 


и 
верне уля цолих чисел, верно н для всяких чисел и воспользуемол камма-бункцией ет 1/, нав в 
которая равва | =, вместо ` 1/, Мыможем убедиться. что решения, полученные едебным образом 


463 = 


Проводямость конденсатора ссть КО, таким образом 
1 
}—=К.0.Р—=У: =. 
Сб=Е ы С 
Отсюда, ток веттрь козденсатора будет такой, как будто сетротявлевие 


1 
разно-к. 


Цепь с сопротквлением, самоиноуздиой и емкостью, черт. 84. Все задали, 
касзющкяся ее, решаются в ш.едиозоженки, что общее сопротивление есть 


а 2 , 1? (1), 


167. В зюйой сети проведниное мы в точности будем звать дехствительное 
сопротивление (дня постеянных зоков) между любыми двумя точками чиВ 
если нам даны сопротивления т, 7 ит д. 
дяя всех ветвей. Ели каждая пз этих 
ветвей имеет самоиндукцию В ит. д ем . < 
коль Е; и т д, 10 иам остается только она оз. 
подставить во все математические выражения 


вместо г, ”.-Р 10 +55 н мы получим ©о- Черт. 84. 
1 


противление для токов не постознных. 

Как же нам нужно повумать наши результаты? Как бы сложио вк было 
действие, мы всегда можем привести его после освобождения от зиаменалелей 
нт. и. к следующеху более простому визу 

ие ее 40-е... а 

а р-р а ее -Г.... : р 
Это действие должно быть выполнено иад некоторым звольтажек, который есть 
функция времени, Откоснтельио иекоторых, изучевиых изми фунеций времеяя, 
уы внаем, какое решение должны мы получизь. ‘Так, заметим, что если мы 

совершаем действие (а Г %0-Г... } над ее 19 мы получим 

"5 (7: . ь 

(а Ба ед? -р 428 - её 195.) со - .@ 

‚ Следовательно сложное действие (1) обрашлется в простое умЕежские на 
= и лелоиве ва Д, где А есть число а-Ре-- 2? --..) а М” есть число 
еб е-- со -|-.... 

Точно тазже, если мы выполняем действие (1) над т 11 @-Е 8), хо дохжны 
заметить, что 

02 даст — тия зп (Ре), 
0 » -- им аш (ие) ит. д. 
между тем ® даст-|- ти соз (иё-Ре), 
68 » — 230$ (пЁ--е), 
№ » 98 с0$ (мё Е е). 
+0 


в 
Эгсюда сложеое действие (1) дает тот же результат, что и ав тле 


а —а— си? еп* —..... ВЫ — а + ри —.... 
в==а орет —... д-ь Ч Рай - 


1 — 64 — 


‚ 
Ззяетим, что (см. п. 118) действяе р-- 99 надтзш (и -- е) унезичивает 
амплитуду в У 22- 4и? раз н дазт опережение фазы агсй — Студент дол- 


жен сам врозерить это, хотя уже он получил этот результат другим снособом. — 
Доважете, то 


«р-Е 08) маза Ире п (ме атс 7 ') ь 
2 
| 


Полодяын же обоазом, обратРов действие | } Умевьшит алилитуху ® 
[2 =. = К, 
тг 


о и Г 
Уа2--[2п3 рав и даст запаздынание фавы атс сз 8 отеода 
е 


21 ь. Ре-аРие . ( й дп Ва 
- рн" за (Ре) =ж® и 2-я зп | иё-Ре-рагсе т — атс} 
равевство, имеющее очень важное значение и значительно сонрамающее труд. 
168. Ве всех предыдущих риссуждениях мы имели в веду только форси- 
рованные вибрации системы. Мы уже указывали на то, что если у нас есть 
уравиенке, позобное (1) или (2) п. 152. то решеине булег состоять из двух 
частей, положим у=={ (2) ЕЁ(2), тли [ (2) есть решезие при Х во (2) рав- 
ном О, т. в. когда естестневиое действие системы предоставлено самому себе, 
а Е (=) Форсированное двежечне. Е‹сни вэ (2) мы обозначим действие 


а 
ах 
у= 0—1 (0) + Ба (Х), 
где В-1 (0) дает { (2), а * (2) дает Е (<). 


(2+4 +в а +Е } 9 через Ру, то 2 (5) =Х дает нам 


а . 
Таз, есля ау 0, ЛИ (= или (Ра) у-0, то но 


а. 
ц. 97 ны везем, что в этом случае у== Де ^^. | 


их 


о 
Отеюда мы видим, что ПЕ 69 не нуль, а .4е 


4 з. 
"Таким образом, если а нау Х, то полное решение будет 
Хх 
= “+. 
у ва 

Мы изучаем услько последнюю часть, — форсированное движелие. В больмей 
части практических инженерных зздач, говазательные фуекции являются быстро 
убывающими. 


169. Так, в элевтрической пепи, где Г ==(В-- 74) С если 


У = Уст 9 
то мы уже нашян форсированное значение С, 
То зш 9 


И, (ОТАНЕНо нашему ноиому правилу или согласно п. 115, этоупримет внд 


Г. 
[в зш [и — яго й ть р . (1). 
з 


То 
Ур 


Но вроме этого члена будет другой, равный 


р - ИЛИ В 
ВМ в т 


который согласно вышеизложеиному правилу (п. 168) чает 


е 
ЭН: аа т чАр бе Л 
Или мы его получим по п. 97, 
ас (С: и 
й 2: —— = С 
и 1 1%’ 


Это закон сложных процентов. воторый дает нам решение (2), полиое же 
решение выразится суммой (2) и (1). Если нам извастно значение (, когда, 
{—0, то мы можем найтн значение постоянной А,; очевидно, что (2) есть 
мочезающий член. 

'Тенерь, положим, У равно постоянному У. 

ре Ро 
Я 


р 
Очевидно, что С = - р будет выражать силу форсированного тока, ибо еели 
о 


и 
мы выполним действие #1 /0 пад С — и то получим Го, а исчеззющий 


ТоЕ будег всегда один и тот жз при тех же В и Г, какое бы ни бышо Га 
В 
а 
имеино 4,6 №. 
Повный ответ будег 


к т 
т То 


С-= Де Ее мг 4 @). 
Пусть, например, 0—0 при #=0, тогда 
Ро Ко 
Фе не-я ИЛИ ое, 
В? 
з Та в а 
и (2) примет вид С'-= Г. (1 —е ) А 1 : жест 


Студент должеи взять Ро — 100. Е показать, как будет возра 
стать С. Мы уже имели дело с этим законом раньше. 


170. Нример. Конденсатор емкостью Кис соп_  тирлением г без ин- 
дуннии в параллельном соединении: Г вольтаж 9% пооковечностями соеди- 
веныя (черт. 85). тт 


5 


— а 


и Е 
Ава тока будут е = рол С— КВТ, их сумма С е= т „Е 5%} ‹ ИЛН 
{1 -- ›д0 
| ‚ р так. 90 при параллельном соединении ова такова, как будто 
у 
общее сопротивление равно ЕЙ" 


ие 


Черт. 85. 
Если Г == Ро 5 9, то 
_ @-- К) Роза 


Се Е 


и 10 п. 167, 


И = 
Се ТУ Каиа. эль (6 -Р агче Ко), 


у { к 
= х эт ир, С == Го Кизт (м). 


ГЛ. Цель с сопротивлением, самоиндунцией и емкостью 


Черт. 86. 


(черт. 86) имеет переменный вольтаж Г — Ро ул и по концам; кавова будег 
сила, това? 
1. 


Ответ С == РА ФО 167. 
В "4 т 
7 
Ра 
и а че ке р 
1-- ЯБ.@-|- РК. 0? (1 ЕК) ВКО ' 
ра 7 с 
Е! = ты к т (" Ето: а 
Уа- РА?) Ки2 2 1 - ЕК 


Старательный студент возьмет числа и помощью нескольких числеиных 
проб найдет, что это озтачает. Вели он хорошо разработает хоть один ив сле- 
дующих примеров, то он убедится, что в ето руках есть орудие, © которым 
можно решить в несколько приемов такую задачу, которую иные ученые решают 
на многих страницах, пользуясь самыми запутанными математическими выра- 
жениями, физическое значение которых .очень, трудно, или даже совсем вевов- 
можно проследить. Здесь же легко понять физическое зналение каждого действия. 


Арс = 


Чиеленние упражнение, } Берем Г. =1414 волы, А=И мнкрофараяу 
изы 10", В-=100 омов н 2 = 1000 и находим снедующие результаты, проис- 
зодящие от изменения Р. Ниже мы даем таблицу и кривые черт. 87: АВС 
понззывает, ках медленно вначале возрастает сила тока от 4. когда 1, О ть 
мере возрастания 1; затем она растет 
быстрее, достигая максимума, при 1.==1 т 
Говри; затем опять убывает с такой "Е 
же точно постепенностьь , в какой в03- 
фастала. РЁЕ@ показывает опережение 
Фазы. которое при Г, = 1 быстро пере- 
Ходит В запаздывание. Максимальная 
слна, зока {при Г.Ки? == 1) есть та са- 
мая, которая была, бы, еслн бы не было 
ни вонденсатора, ни самовнлувции и 
еслибы мы имели только простое сопро- Е ЕЕ ЕЕ, 
тизление В бе самоинлукции. Интерес- бью. СО 
НО Отметет в электрической аналогии Черт. 87. 

1. 160, что это равенство Кя?—1, есть 

То отношенне, которое должно сохраняться между /, Кип (пренебрегая не- 
большим членом, выражающим сопротивлевие), когха конденсатор посылает вол- 
нообразные токи через? цепь Л, Г, соеднияющую ехо две обкладви. 


55 


ы 
я 


вуаиой таьъ 


БЕ: 


Е Действую-  Опережение | рб Действую- | Опережение 
щий ток в фазы тока в щий ток в Цазы тока в 
генри амперах градусах генри амперах градусах 
о о йе ИИ В 
0 - 0.995 84.28 1.05 8.944 -20.57 
0.1 1.110 83.67 Л 7.071 —45.0 
0.2 1.240 | 82.87 1.2 4.472 63.43 
0.3 1.414 81.87 | 1.3 3.162 — 71.57 
0.4 1.644 80.58 1.4 2.425 —75.97 
0.5 1.961 | 78.67 1.5 1.961 —78.67 
0:6 2.195 75.97 1.6 1.644 —80.58 
0-7 3.162 71.57 ТА 1.414 —81.87 
0.8 4.472 63.48 1.3 1.240 — 82.87 
0.9 7.071 45.0 1.9 1.110 —88.67 
0.95 8.944 26.57 2.0 6905 ——84.28 
0.975 9.701 14.08 2 0.665 —86.18 
1.00 10.00 0 3.0 0.499 ЕЕ. 
1.025 9.701 —14.08 


Олыг © числами, подобвый тому, который сделан в этом примере стоит гораздо 
дешевле, да н более доказателен при разработке подобной задачи, чем всякие 
опыты © альтернаторами, обмотками и конденсаторами. 

172. Если вторичная цепь трансформатора незамкнута, то все-таки энергия 
чожет расходоваться на гистерезнс и паразитные токи, и действие будет мало 
отлечаться от того, которое мы имели бы, если бы в вем не было бы закой 


*! Вепомним, что действующая величина и 501 { Не Тавна & У °; 


киутренней потери, а была бы ивбольшая нагрузка. Однако, положим, что на- 

грузки иет. Найдем влияние конденсатора в ответвлении прн прохождении 
«ленивого тона». 

Тов, проходящий через непагруженный трансфориатор. состонт ий основ 

НОГО члена, того же числа периодов, как и первичная электродвижущая сила, 

и из других членов тройвого н пэтериого числа периодов, возникающих любо- 

пытиым образом благодаря присутствию железа. С 

= а этими споллоровчими членами» конденсатор ничего 

не может сделать; ля че гожет никак замаскировать 


) к р их; общий тов всегла, будет заключать их в себе. Мы 

с ие будем говорить © них, тав как можно мысленно 

представлять их как бы допочнительными токами, и 

Се о это избавляет нас от затруднений, так. как, если 
„Черх 88. принимается во внимание только один основной член, 


мы можем считать проницаемость пестояниой--то 
есть, что первичная цепь иенагруженного конденсатора имеег постоянную 
самоиндукцию. 

Действительно, поместим между концами обмотки с сопротивлением @ и 
самоиндукцией /, вовденсатор емкости А. Пусть вольтаж между оконечностями 
будет Г = Гозляй. Пусть (’ сила тока, прохолящего в некоторый момент 
через обмотку, и с сила тока, проходящего через конденсатор, тогда Сс 
будет общая сипа тока в системе. 


Розш 


Тенерь = ВИ, 


в т м 
и е— Г, $ а: ив нли с = Аз Г, с0$ 9, 


е т Аб _ 1-Р ААВ -- РА? 1— ГАР ВК.8 
ЕТ 2% тозвны Е" й = о — 
но нашему правилу, выведениому в п. 167. 


На основании п. 167 мы можем легко написать полное значение 0 --а, 
но, так вак мы теперь интересуемся величиной запаздывания илн опережения 
фазы, то мы опредолим только амплитуду. Она очевидно будет 


т. 


Чечни 


и действующая сила зока С-Не (что и покажет измеритель) будег равна, этой 
величине, деленной на у”. 
Г. 


Заметим, лто С-Не будет наимеиыним, когда Ё = Е 
Л РЗ 


Заметьте, что если /, выражено в генри, а #=2= Ж число периодов (на 
практике — оБоло 600), то Л будет в фарадах. Но коиденсатор даже с ем- 
востью в !); знткрофарада или О фарада стоит несколько фунтов стер- 
лвнгов. Мы однако знали одного непрактичного человека, который предложил 
применить конденсахор который обошелся бы в несколько миллионов фунтов 
стерлингов. 


— 88 — 


В данном случае действующае силы това С-+е буде в у Ее 
раз боле действующей силы тока <” 

Студент должен взять чноленный пример. Гак, в существующем транефор= 
маторе Геджхога мы ваши А ==24 ома, /.=6.28 теири, п =509, соответ- 
ствующее числу периодов около 81.1 в 


секунду. Действующая электродвижущая Ё о Е наи | Я 
сила или Ру: И 2 равна 2400 вольт. На -. = а 
черт. 89 мы показываем действующую 21 : |4 
силу това, вычисленную для рамана” до 29° 
иых значений А Кривая тоз» АВСР г. о 
есть типербола, которую трудно 01- 84 а 
зичить от двух прямых линий за Е Ч 
исключением части ее, лежащей при В ы 
иертинве. Е - 
Минимум общей силы тока будег 2 ”” Енвбеть бы ныбр ыа 19 191 


при А= ‚ в данном случае Черт. 8 


т 
равном 0,618 микрофарад; и влияние конденсатора уменьшает общую силу 
тока, в отношении равном отношевию сопротивления Е кажущемуся сопротив- 
лению. Интересио проеледить на этой кривой, как _быстро большое запазаи- 
вание фазы изменяется иа большое опережение. 

173. Если токи постоянны, и если точки Аи В сосдинекы между собою 
параллельными сопротивлениями 7, 7., 7, если Г есть вольтаж между Чи В, 
и если назовем силы трех токов с, с», ©, а снлу общато тока С, то 


т У | < Ги 1 В 
С) Ен. . ( г. м } 


: т к, М 


Итак три параллельные проводника действуют так, как будто их общая 


Я 1 1 
проводимость равна, 2: Е 


ыз 
Если С известно, то + 


Е 
(Е р ыы 73) е 


Теперь, пусть в каждой ветви будет самомвдукция ? и конденсатор ем- 
кости , и мы получим точно такие же формулы, если вместо величины г 
подставим 


ео 1 
у пя: 


Алгебраические выражения здесь очень сложны и потому лучше веего 
взять численные иримеры.* 

174. Две цепи в параллельном соедненни. Они имеют сопротивлевие #, 
и т» и самоиндуюцию 1 и. Как распрелелится ток @ между ними? 

Если бы ток был постоянеи, то (черт. 90) в ветви 7, тов с, был бы 


а ный с ыы 


Следовательно в данном случае с. - Не с ИХ 


ЕЕ я 
Если С = Су зтяв, то по п. 167 


“Ук 


эп [ тё -|- агсю и — агс& 


(1 НЕ 1.) п 

7”. } 
Положим, что в этом случае мы желаем воспользоваться. для. неноторой 
практической цели частью С в одном из 


С ответелений, но с некоторым- опереженйем 
в 
У Юс фазы. Мы устраиваем так, чтобы агсю * — 
тю 
— агсвх Сы было бы равно требуемому 
1 ° 
Черт. 90. опорожению, и пользуемся для нашей цези током 
в вотви г 


175. Конденсатор, укичтожающий влияние самоиндунции. Положим, что 
вольтаж между точками А и В следует накому-либо закону, и мы желаса. 
чтобы сила тока, входящего у Аи выходящего у В, в точиости была равна, 
какое бы Г ни было. и, положны, мы имеем между Ан В обмотку с сопро- 
тивлением Ё и самоиндукцией 1.; — покажем, как устроить ответвление с 
конденсатором, чтобы достичь нашей цели. 


Соедкних А и В цепью, включающей в себе сопрохивление у, савони- 
дуклию { ин конденсатор емкостью А” (см. черт. 91). 
Полная сила тока будет очевидно 


Е ® 1 Е 
6 = *“ . 
- Е АО 1; 
=. 5 ‚в -ко 
СУ 
Черт. 91 приводя к одному зиаменателю и располагая но- 


члено, получим 
ее Ок ик)-ь @ (Ж-ЕРК) и 
В-в (Кв -- Г) (МК Е.К) 8 > 
Заметим, что, так как Г можст быть какой угодно фунвцней времени, ге 
мы не можем упростить этого выражения подобно тому как это делали в и. 167. 


Теперь мы хотим, чтобы результат действия был равен Иркравняв и 


в: 
освободив от знаменителей, мы видим. что 
А -Ее (ВЕ К- К) (К АСК) 
доляно быть равно 
ВА (К К) мк. 


_й 


ТаЕ кав Г может быть какой угодно функцией времени, то эти действия 
будут эквивалентны только при условии ЫЖ-=0, т. е. #-=0; так что в цепи 
с конденсатором ие должно быть самоиидувции; затем 


А+К-| В2К == №№ К--Б; т. е. К= — ь 


следовательно сопротивление в цепи с конденсатором должно быть равно со- 
нротивлению в другой цепи. 


Итак для цепи В-|-18 мы должны взять цель с конденсатором 


В+ где ке е 

176. Если в этом последнем случае /==7/, зш т, то показатель действия 
может быть приведен к виду 

1— КР) "Е С-В : 
В — К -Е + Г) ® 6 [ВЕЕР — МК] ” 
а в—_К(В-.Р) * — ВК-ЕГ- Ки 
Е 

то, хотя равенство это и нарушается при изменении числа периодов, но если 
величниа * будет постоянна, то сиха тока, входящего у Аи выходящего у В, 
будет пропорциональна ТУ и не будег запаздывания фазы. Если ЙА —х, то сила 
тока будет равна И;В. 

177. Об‘ясиить, почему иногда действующий вольтаж между проводами 
в пункте И), черт. 92. бывает менее, чем в пункте В дальше от гензратора- 
Это обыкновенно происходит благодаря рас- 
пределениой в проводах емкости (обывновеи- 
но около \/з мнкрофарада иа мнлю). Мы ниже 
расследуем распределенную емкость; теперь же 
предположим, что у В между проводами на- 
ходится кондонсатор емкостн Аз Пусть между 
проводами у В помещено сопротивление без Черт. 92. 
индукции 7, положим от ламп. Пусть сопротив- 
ление и самоиидукция проводов между Ри В будут Ни ЕЁ. Пусть © вольтаж 
у В, и О сима тока, идущего от О в В. 

Сила тока, входящего в конденсатор, равна 


2: или К, 


Ю 
Сита тока проходящего через х, равна ", следоватезьно 

Е 1 

я к 50 


Падение вольтажа между Г и В равио 


(В+ 1) С наи (+6) (ю+)- ии [+ (вкз # 


—- 42 — 


. 
Теперь, волн # = и, $11 2, то цаденне вольтажа, будет 
Ю А Е 
[ = ка) -+(ЕКт, вла. 
Вольтаж у П ражея падению его плюс © или 


| 


так чо но и. 167 


квадрат действующее» вольтажа при О В о Г 
ем = (14 7— лк) + [вк 

ввадрат действуюли т иольтижа при В у Е г; 

и в давном слутае зи” быть такие звеличниы постоянных, при которых это 

отвошипие будет ме `\з зиелевното примера возьмите 

«а Гу— 10, = 0,1 АХ 10-*, в 1000, 

= 

и пусть Р мевшется 0% И 20 0,405, 0,01 0,02, 0,08 ит. д 


Студеит ие ветретит затруднений в расследовании этой задачи также и 


в том случее. когда вмесли т в (1) он возьмет х-- 0; ‹. е., когда дальше В 


помещены не только лампы во тавже и обмотки с самоиндукцией. 


== 


—_ Более общий случай двух обмоток. 


178. Пусть ва черт 93 одва обмотка будет с энектродвижущей силой Е, 
сопротивлением Ё, самоиндукцией Г, емкостью 

У Е К; другая обмотка се, г, 1 Ё, взапыной 
индукцией 27. 


Е р Взяв В вместе Ю-- 16 а 5 й г вместо 
к к ‚|0 +. получим уравнение 
Черт. 93. 
-ы Е— КО ще, @) 
аи о осмбабНЫ 


Заметим, что не следует беспоконться относительно зиаков при Сисит. д. 
так как они будут ясны из решения. 


Из этих уравнеиий мы получим 


— Ке—явЕ з) 

`Ю— пе ' $ ЗАВ 
н_ ХЕ те 

а АЕ Е 26 [Е 


Теперь мы можем вместо Ю, х, ис подставить нх величины и попу- 
чим силы токов. 


— 14а — 


Заметьте, что Е может означать нельтий в предечах Только части цела 
н тотна А считзется только между этимн пределами. 

Следующие упражнения мотут служить примерами этого общего случая. 

Неть множество и других примеров, в которых приходится иметь дело 
« взаимиой индукцией. 


179. Пусть (терт. 94) две цепи с самоиндукцией находятся в парал- 
лельном соединенни; взаимная индунцня их м. 


Черт. +1 
(1) Пить межд? оконечностями их = зш Я: раввевае (2) из 
предидущего тпоражнения получает вид = - Или. изменяя № 
9 
Ка Ю-- 1 ни № +8, 
т АЕ(Е-—т)8 у 
№ — И ще 
(2) Еак распределится ток А ис мемду двумя такими цепями: Та 
С _А— мб а 6 С 
Бак = то мы сразу можем иайти н-, з 
Гы Г — 8 й Се 
В-(Е—т Е 
вет: е == - А 21. 
ЕТ 


Мы подагаем, что для студентов весьми полезио самым полным образом 
исследовать эти примеры, при чем для почноты решения они должны вепомнать 
травило, данное в н. 169. 


180. Вообразим, что в предыдущем примере каждая из цепей имеет 


также взаимную индукцию с сложной цепью. Мы воспользуемся идными 
буквами (см. черт. 95). 


с+с.- 
>2+с-С 


Черт. 95. 


Пусть © есть разноеть потенциалов между кокпами двух цецей, еседи- 
иенвых параллельно. Пользуясь т, р и тп вместо +--1, р8 и тб получим 


о =: Кб рт (в, Раз). 
Отсюда получатся уравиения 

= (а) ва НР.) с», 

(ии) в (5-Е ть) о 


— 4 — 
(ты ть) — (иж) | 
= (1 Еж) @ +) —@ Тм) ви) = 


нодобиое же выражение будет и для с... 
Таким образом полный ток С распределится следующим образом 


А №. 


Если мы иапншем эти выражения полность, те помощью их мы можем 
решать замечательио интересные задачи, что может быть облегчеио введением 
знолеиных величнн для иекоторых количеств. Пели мы хотим ввести сода 


вовденсаторы, то иужно только иаписать вместо х, "-+ Вы с соответствую- 
щими зиачками; у примет вид би э вид 96. 

До каких пределов можем мы брать некоторые из т отрицательными? 
Я не рассматривал этого подробно, ио желающие из студентов могут поиробо- 
вать различные величины и затем проверить свои результаты с настоящими 
катушками. При отсутствии конденсаторов, уравнение (2) позучет вих 


_ 7 +0 ж.- 1) 
РО. 


181. Вращающееся поле. Ток проходит через обмотку в сердечником бен ин- 
дукции; тот же ток проходит через обмотку с сердечником с ипдукцией. Езтушеи 
иаходятсл под прямым угнои друг & другу п взаныной индукции яет; выйевить 
свойства полей в центре магушек, находящихся под прямым углом дзуг в 
другу. Пусть число оборотон будет а и .. ПВзесто сердечника с нядуеыей 
вообразии замкнутую на себя калушшу с сопротивлением 7», числом оборотом 
и током с. Для простоты предположим, что все три обмогки ихеют лик и 
тох же радиус н что обмотки я. и 7%, хорошо изолированы. Напряжетие поли 
Е, пропорционально #; С на квадратиый савтнметр, иазовем его 2.С Зругое 
Е» пропорционально или скажем, равно 7С--изе на квадр. савт Прамем, 
что полиая индукция 7 в каждой обмотке пропорциовальва напряжению поля 
$ ес центре, — положим, в 6 раз больше. ‘Тогда для трегьей обмотки найдем. 


\— 1) с. 


О - яз 67 илн = иде- 6036 (в, О яес), 
так что ‚о ие 
— во! 
и отсюра В = 55 
Е] 
Если телерь С== С) эш 9 
. - 62. 
то В — (т 96 А = Вон (гов ты 9) - 
з 


п. 126 раз'ясвит свойства вращающегося поля. Мы можем показать, каким 
путем можво нолучить великолепное врашающееся поле. 


о 


Очевидно, что 6? в реальном значении есть самонндукция третьей ка- 
баз 
тушки. & = означает постоянную времени. Катушка © одним оборотом, т. е. 
62 
сердечник с индукцией, всегда имеет большую постоянную времеин, чем ка- 
тушка тото же об‘ема с большим числом оборотов. Очевидио, что если сердечние 
сделан достаточно больших размеров, мы для данного числа периодов можем 


получить почти однообразное и равномерио вращающееся поле, если сделзем 


э 

а 

9-й А - 
73 


Это один из весьма многочнеленных примеров, подтверждающих полезность иа- 
тпего обозначения действия 6. ь 
182. Пусть в п. 178 Е==Г электродвижущей силе в первичной обмотке 
трансформатора, сопротивление которой—Й и самоиндукция—7; положим, что 
во вторичной обмотке нет самостоятельной элентродвижущей силы; ее внутреи- 
вее сопротивление 7, самоиндувция 1, а виешнее сопротивление без индукции от 
зами нусть будет р. Пусть вольтаж между оконечностями вторичной обмотки 26. 
Подставим в (1), (2) к (3) п. 173 Е = Г, е-=0; вмзсто А возьмем В- 2. 
Вмесщо ” примем г Г. что в действительности будег равио т, р“ в, 


®. И" п 
Е аи, К 
с ОИ ое’ же 
‘= ВЕ (ВЕЕ-Ь) 6-Е (А — яз) ^ Хе. 
Заметим, что второе уравнеиие (1) л. 178 будет 
о ее 
= С а 
1. Из (2) *, если © — Се", в= ме 
тм 
та 9 1 
неа т т | 
а 
—й ть 
{ 2" мало сравнизально © м, то д =: 
И. Если-© = 6, ть то опять, взяв (2)*, получим 
а 4 
Е атс ) а 
а действующее с_т 1 с 
А действующее @ 1 г тв. Т РЕЯ, 
У ая И! 
5 


За исключением того случая, когда ватрузка 
п:оричной цепи менее обыкновенно вотречающейся Черт. 96. 
\& практике, 7 незначительно в сраввении с @ 
Иаужно взять пример из пиихиви н доказать, что это так), и потому мы мо- 
"у принять, что 


а. са. ОВАИИ: | 


Ес зши, 


с — © > ВЫ (4 пи, 


чи, чо 


В иекоторых правтических случаях важно помнить, что отиознимие вели 
чив —ен С в веготорый момент равно 


эми виз Е: (КУН ОЕ 9 0059) 


Я иногда бывает равно © *). 

Возвращаемся в (1). Пубть ГЛ ==ти” (этим выражаотся условие отсутствия 
магнитной потери) и положни, что можно пречейречь #7. В хабом случае 
практики можно пренебречь №». лаже когда г в иесколько раз превесходит #1 
противлевие одиой лалиты. 

} 
№ 


` 
— 


ее 2 - С 


га что — с. как функция времени, есть совершенная копия Г; 16380 Тъзже и 
Если ^ и ® суть чнспа оборотов двух обмоток ча одном и том же 

дечнике; то 
тт: М: №: с - - 


® 
; 


так что —в=- ое, мБ м 
п 
+В 
А 
Т. @. снла тока во вторичиой цепи такова, как будто в ней децотвует трандов 


У р 
мнрованиая электродвижущая сила в м | ). и введено внешиее сопротивление 


х 
Если 0об’емы обеих обмоток равны, и равны об‘емы их изолировки. та 
212 


и № будет равио и, внутреннему сопротивчению вторичной цени. Приняв 91% 


в внимание, получни 


которое я называю трансформирбваиным первичным сопротивлением (* 


ый 
к 
2-Е 
И а 
м” 


е г ы 


т 


—в—= 


а 06 или и — 


*| Здесь лень студенту следтег взять чиоленыый туеии 


= 


Так как 7, обыкновенно мало сравнительио с г, го 
® 27 

—#=.: У } 

м р /* 


2г. - 
1 называется падением вольтажа во вторичной цепи ет нагрузки- 


5? 4 ВР 
Тав как ь —Р, зиергии сообщаемой нампам, то 5 и дробь, выра- 
ь в = 


2 
ающая падение потенциала, будег равиа я Р ин пропорциональна количе 
у расходуемой зиергии или числу нами, которые находятся в цени. 
183. Предыдущие результаты могут быть получены другим путем. 


Пусть Г будег индукция, одна и та же в обеих обмотках. Здесь опять 
п предполагаем отсутсявие магиитной потери. 


АСТ к) 
== е-- 07 т А ее (© 
Умножая каждое уравнение на свое № или *. деля на соответствующее 
или г и складывая, получим 
Г ма № 
= --, — |8 2 
Е А+ т. ОИ 


т А — МО-- зе п называется оборотами тока. 
Раз нам известна природа магнитной цепи, т. е. род железа, его сече- 

е 2 квадратных саит. и средняя длина матнитной цепн ^, то мы можем по- 
чить состиошение между А п 1. Я однако тщательно расследовал этот вопрос 
изашел, что, каков бы ни был периодический закон для А, нока число перио- 
в и размеры сердечника не отступают от обывновеиио употребляемых па 
втике, член А в (3) совершенио незначителен. Отбросив его, мы иайдем, 
о с достаточиой точностью 

п Е и 

ты 


х (1+ ы 


Так, в одном траноформаторе в 1500 уазтов @ ==270мов, ХА =460 0бо- 
сов, часть 7, выражающая внутреннее сопротивлеяие — 0.067 омов, 2 —=24 
орота, действующее Г==2000 вольт, или Г —=2828 зп, сде 9 == оконо 600, 
— 360, ^==81. Вез нагрузки "==; при полной нагрузке * приблизительво 
омам. 


ея ее 5 


т 


2 
к 


№: зраисформированиым сопротивлением первичной цепн. 


Мы назвали В 
24 \* 
этом случае оно равно 27 (вв) или 0,073 ома- 


Бели в первичной и вторичной ценях об‘емы меди были равны, то без 
мнения эта величииа была бы более близка в 0,067, внутреннему сопроти- 
‘вю вторичной цени. 


0.075 
3; Или ^„^ еоть дробное число, выражающее уменьшение { сравна- 
| 


тельно со значением ето при отсутствии иагрузки. Когда при полной нагрузв 
7—7 омам, уменьшение будет паибольщее, и в эхом случае оно равно 19/о, П 
причине его малости мы и взяли в (4) вместо дробного увеничеиин знамена- 
теля, дробное умевьшеиие чнолителя. 

Вычислим наибольшую величииу /, т. е. когда траисформатор не натру- 


Е - 282 Е. 
жен; | Г есть интеграл Г или — веб “53 600. Таким образом амплнтуда Г 
ы 2828 . 
будет 
АТ 0052460 


Умножим эту максимальную везичину 7 в веберах на 10%, чтобы получит 
се в С. С. 5. едииицах н разделим иа «=360, — получим 2856 С. С. $. 
едииик индукции в железе на квадр. сант., как максимум в продолжениь 
каждого цикла для даниого трансформатора. 


В в 
Так как 67 равно х :( 1-- а ‚} то из (2) мы получаем то же 


значеиие для — те, какое имели раньше в (6) н. 182. 


184. Возвращаемся к (7) п. 182. Положим, что магнитная потеря суще- 
ствует, п что вместо ”, будег м, --Р6. Если вникнуть в дело, то не трудно 
убедиться, что эта замена и будег выражать магннтную нотерю. Тогда мы 
должны в знаменатель выражения (7) подставить 


-2;-- 276, 
вместо р- 27. Таким образом наш прежний результат иужно разделить на 
Р-т и резу у д 


эр 
или, пренебрегая 27, по малости этой величины, на В 5. Это вначит, чте 
р 


прежияя амплитуда величины з должиа быть умсньшева в 


229 


и 1 во Ф или, приблизительво, 1 -- ^^ раз, 
р ) 


если только матнитвая потеря мала; при этом произойдет запаздывание фазы 
2 Я 


на величину агс© — “. Мы должны припомнить, что 9 равно Эл7, где { есть 
о 


число периодов в кекуиду. Мы вндели раньше, что Р энергия, передаваемая 
ина чамны, обратно пропорциональна р, таким образом мы приходим в вызоду, 
что дробное уменьшенне. являющееся от обыкновенных сопротивлений будет 


уе а ь 
= ‚ & от магнитной потери равно '’» а`ЁР>, и что запаздывание фазы 


благодаря магнитной потере выражается утчом величиной «ГР радианов, где & 
постояиная, зависящая от велитины потери, а / число периодов в ециницу 
времени. 


ть | 


185. Теперь иеобходимо раз’яснить еще одну вещь, касающуюсн тран- 
сформаторов. Нели изиестно Т’, то, пронитегреровав ее п разденив на №, мы 
получим 1. Умножив эту величину на 108 н разделив на лоперечную площале 
сердечника, выраженную в квадр. сантниеграз, мы получим зависимость В, — 
индукции на ввадр. сант. сердечника, от времени. Получив В, мы помощь 
кривой, выражающей завнсимость для железа между НЫ и 3, можем найти дая 
юбой величины 3 соответственное значение М, н, умножив послезнее на длину з 


и |. : 
магнитной цепи, получим гауссаж илн та Хх на обороты тока в амнерах А. $ 


Таким образом будет известен завон изменения 5 и, если во вторичуой пепи 
тока нет, то мы позучим закон изменения тока в первичной цепи для неиа- 
 гружениого трансформатора. Носледнее выражение однако не совсем точно, 
` так каз ннкогда трансформатор не бывает совершенно ненагруженным, даже и 
в том случае, когда вторичная цепь имеет бескожечио большое сопротивлеине. 


186. Задача \/. Сго%е: выяснить звачедие коидеисатора ® первичной 
пени индукционной катушки при переменных токах. 

Ба рис. 97 АТВ есть первичная цень-с электро- Ре 5 
движущей силой Ё== № эт я сопротивнением Ли В Х, 
самоиндукцией /^. ВА есть конденсатор емкости Ё, т 
г сопротивление бег пндувции в параллельном со- 
одиненыи с конденсатором. С— сила тока в первич- 

БОЯ цепи; амплитуду ее обозначим через С. е 


к 1 Черт. 97. 
Конденсатор имеет сопротивление К. 
Когда 7 н А ныеют конечную величину, значение Со получить весьма летко *\ 


Но мы себе предложим решить задачу в предположении 7 —= О и х— = 


` Е 
Когда 2 ==0, сопротивенне будет А = 7 и сила тока Вам отсюда 
Е Е 
ах 
Когда "—07, еопротивление будет 
1 1-- ВА -|- Кб? 
В то-|- Кб И 5 


=) Кода в А имеют конечные значения, сумма паранлельных сопротивлений между Ви 4 
ы 


рт ре общее сипротивлеяие- цепи будет 


9 
т х 
№ образом еяла тока 
9-Е -Аб) Во зшиё 


= чи ТБ ЕЕТ)б 


итоюда 
ый авиа 
9 — (Е-Ек— ТеКизр-- ЧК Бе" 


Запаздимилие фм для (' также пегно наниеать. 


= АГ 


> 


В _ 


№ ЧА АА 


{1 — Кр?) КАБ 


ли но п. 167 Ро ; 


БА”, и ие 
аа в рые = г 
(1-- РА} 2 В т Е -») 
Вь 


Г?) бтит более (1), если 21.” больше 1. тавам образом сила това в пер- 


отсюда © == 


ь 1 
анчиой цепи увелнчится, если емкость кондеииатора будет больше , Ти" Мал 
м Пе: : щие м а 
симум силы ис» будет, когда К Тра:з В З10и случае кондеибатор вполне 
Г. 


эничгожает самоинлувпию первичной цени. 


187. Альтернаторы в последовательном соедннении. Пусть их электро- 
движущие силы будут с и 6. а С будет сила тока. Получающаяся работа 
будете и е.С. Если е, == И зи --а) и с. = Ёзш (и —2)*). то в, -- = 
== 2 Ё С05 @ 511 9, 

Ееди?—самоиндукция каждой машины,” ихвнутреииее сопрогивлеиие, 2 — 
виешнее сопротивление, п если Р, и Р, суть средние значения количества ра- 
боты, развиваемой этими матииами, то 


2 605 а. ЗП Е Е 005 © ( т ) 
@ = за [22 — агевх - = 
28--2--- 28 7 (ВРУ В? В-Еь 
похожим, -= 11 608 @ я (34 --=) 
отсюда Р, ==12 МЕ 605 а. 608 (&-- =) 


Ро = Ч» МЕ 608 а. 60$ (& —=). 


Таким образом мы видим, что Р, больше Р,, и что движение 2-0й машины 

и будет замедляться, в т0 время как первая понучает 
. 

о ускорение; таким образом а будет увеличиваться, пока, 


НЯ п 
ие дойдет до величины х== в когда Ри Р, ста 
нут равными 0, таким образом машины будут нейтрали- 
зовать друг друга, и тов прекратится. Отсюда следует, что 
Черт. 98. альтернаторы могут быть соединяемы последова- 
тельно при условии закрепления нх на общем валу. 


т 


188. Так как мы уже часто имели дело с параллельиыми цепями, мы здесь 
Задим следующую общую формулу; если г силы е,, ©., в (рие. 9$) 
постояины, то 


=, == @, Комы в, — 4. Г, 5 -—, о-ьа а. (1), 
и в, с, | О Ка ©) 
*\ Тогда 
а = Ей (4 -- =! $8 (6 — 2)| = 2А 03 а $1 и 
Сы. п. 10|, 


Нсяи даны значения ег. ил 


у 1.’ то чегко найти визы тоБсв. 
так нак 


«-[ +* =.) : и и 


хе 3 а 3 


Нели же г переменны, тогда вместо простых сопротивлений мы должны 
принять г, -Г 9 пт, *, 


` 
188. Альтериаторы в параллельном соединении. Пусть два, альтернатора, 


ирн чем кажлый ичеет сопротивление ги самонндувцию 2 а 3: ттродвижущие 
СИЛЫ их 


=, =Е 81 (1ё-|- а) не, = Е 5т (#1 — а), 


будучи в параллельном соединении между собой, присоединены к пери без ин- 
Лужщии, им“ющей сопротивление 2. Какую сретнюю работу будет давать важ- 
лая нашива, и булут ли они стремижься к синхроннзму? Нели бы е, ие, были 
постсанными ии {== 0, тогда © было бы равио 


Ее, стаже, ог (с, 165) П, 


м 


Теперь подставим т-|-18 выесто г, так как е переменно. Легко видеть, что 
в, =, (@—), с, =е, (а-Н®), 
тде а -|- 571? = 1, а— с0з2а, Фи == 51 92а. Таким образом 


а) 


с 7 ий ве - 
(> 5- в) |- 02 ( +} 


подобное же выражение в зависныоети от © получится и для е„, если неклю- 
чить случай 6 — отрицательного. Преобразуем выражение (1} по правилу п. 167, 
при чем лун упрощения введем величины : 


Отскда 


ее 21 (В--*) ии А ый Вы (1—5Ю)п 
2 Ар-ьой  ? ВоВ К-и—чВ 
_ Тогда ©, = АР (а ф-- о), 


$ с. == В (иё ве $), 
прн чем утлы $, Ф., $, будут заключаться между пределами Он 90°. 
Средная работа будет Р, = МЕ соз (<—%,), Р, = МЕ еоз (Ф —%), 


(+5) - 2 ( рен 


| Е Л 4 (1 -- Е 


где 


Если Ю —00, то мы нолучим 


ы 1% 
Е, = ==, 
я 
Р, _ 6082 —) 
Р. 605 (? ри $) 


В этом случае очевидно Р, больше Р.. Автор этой книги сам не занныался 
подробным исследованием общего выраж ния для, Р.(Р. но те, кто изучали его, 
приходили к выводу, что Р, всегда более Р.. Студенты должны взять какие- 
либо вначених пля г, Риан проверить это на деле. Если Р, всегда болькне 
Р,, это указывает на то, что опережающий альтернатор будьт лавать большую 
рабогу и следбвалельно дзижение его зазедлится, а отстающий будег стремиться 
двигалься быстрес, таким образом сни оба будут стремиться к совпаленню, 
отсюда следует, что альтернаторы следует соединять параллельно. 


Отсюда 


‚190. Стойки. Рассмотрим вполне призматическую стойку однородного ма- 
терьяла и, пренебрегая ее собственным весом, предположим, что к обоим кон- 
цам ее приложены в центре сечения нх силы Е. Пусть, черт. 99, пред- 
ставляет, собой осевую линию согнутой стойки. Пусть РФ ==’ будет 
прогиб в точке Р при чеи Об=х. Пусть ОА = ОВ==+. Предноло- 
Жин, что у весьма мало сравнительно с длиной 21 стойки. 

Е 


ПНатибающией момеит в точке Р будет Ну, а кривизна будет Ь 


при чем Е — модуль Юнга для данного матерьяла, а Г наимень- 
ший момент инерции поперечного сечения относительно ося, прохо- 
дящей через его центр тяжести. Так как на основании я. 60 кри- 
ау . 
вивна равна — ре =), то мы получим 
ау в) 
Е ^^ 3% нЕ 
Далее так же, как и раньше, когда мы встречали подобиые ураз- 
невия (см. п. 119), легко убедиться, это 


Черт. 99. 
ЕР 4 — а ©03 х бр 5 к (2) 
ЕТ 


: : 5 - 
*) Заметим, что, раз мы кривизну линол выражаем через дав 70, оли выражение, к кото 


рому мы ее приравнивзем, само по себе положительно, то мы перед — должны поотазнть такой 

знак, чтобы сделать ее также положительной. Такны образом, если наклон кривой (черт 99) мы будем 

рассматривать таким же 10с0бом, ках мы это делали для черт. 6, то мы убедимся, те в пределах 
Бу 


Ре 
0" д =0 до ж-=04, = отрицательно, а так как у, а следовательно н ЕТ’ ПОлОНлтольО, ТОМЫ 


в правой частн уравнения (1) должны поставлть знак —. 


ак 


удовлетворяет уразнению. (1) при любом значенин а. При х==0 мы получим 
у==а, тавим образом значенне а определяется — это есть протиб стойки по 
середине. Далее предлагаем внимательно следить за ходом наших рассуждений. 


Когда х==1 у==0. Отсюда 


а с Ро. (8) 
Е 
Теперь как это понимать? 
Очевидно, должно быть равно нулю или @ нли соз 1. Но раз, произошел 
изтиб, так что а получило некоторое конечное! значение, с03 # долэюен быть 


8“ 


равен 0, Чтобы соз угла был равен 0, угол должен быть равен пли 5 ИЛИ > 


5= т 
илн -, ит. Д. Легко видеть, почему мы останавливаемся только на 5% 
2 


Отсюда условие, при котором может произойти изгиб, будет 


это будет натрузка, которая пронзведет изгиб. Этим выражается завоя Эйлера 
Нагрузка, Выражаемая уравнением (4), может одинаково произвести и очень 
малый и весьма большой изгиб. Весьма легко эту теорию стоек раснространить. 
и на случан, когда стойка закреплена двумя концами или одним. 

В случае весьыа большого изгиба, уравнение (1) не правильно, так кав 


й 
при больших изгибах кривнзна не равна ддз» О Для целей ниженерного ис- 


вусства его можно считать достаточно точным. 


191. Мы можем считаль силу Ё’в уравнениии (1), такой, при кото- 
рой стойка ломается от изгиба. Еслн { будег временное сопротивление на 
сжатие, А поперечное сечение стойки, то иатрузка ГА разрушит стойку не- 
посредственным сжатием, таким обрзом из этих двух нагрузок мы должны 
принимать во внимание меньшую. Легко видеть, что {А приходится браль для 


Легко убедиться, что полное решение (см. н.п. 164 н 169) уравненля подобного (1), которое 
может быть написано тах: 


У 

2“ 4 929 =0 

д ГИУ 

будег У=4 с05 эх-- В эт пх 

где А н В--произвольные иостоянные. 4 н В определяются в каждом данном случае во условия 
задания, "Так в ивстоящем случае очевидно, чхо при У=0, === и х= — в еле. 


0 —=А4 с0$ #2 -- В зш я 
0 =. с0$ #1 — В 51 24, а отсюда В =0. 
*) Это вначение угла дает нанменьшую величину для Ё. Звачение других случаев заклю- 


чаетея в том, что у может несколько раз в пределах между х=0 и == принимать значение ©» 
тик что стойка будет ьметь несколько точек иерегиба. 


6= 


> ий 


оон, 


И, РРР 


ие = 


фена 


воротких стоек ини дня таких, которые искусственно *) защищены от изгиба, 
а (4) пля длинных стоек. Но, какие бы ни были приняты меры, легко убе- 
Диться, что никогда стойки не бывают вполне прямы и однородны, и что их 
невозуожно нагрузить правильным образом. Следовательно, будучи нагружены, 
сии изгибаются даже при самых малых нагрузках и ломаются при грузах 
меньших {А или того, который определяется равенством (4). Довольно любо- 
пытно однако то, что, если непытывать стойки одннакового сечения, но разной 
АЛИНЫ, ТО ломающие грузы, хотя н с трубым приближением, следует некото- 
рому вавону в смысле завискмоств от длины. Так как для Еоротких стоек 
надо принимать 2=/А, а для длинных брать выражение (4), то мы можем 
_йля стоек любой длины принять формулу { 


= аРТаРь = ъ я (51. 
и ТАЗ 
ЕТ 
так как она верна и для коротких и для длинных стоек. Действительно, если 
712 
{ велико, тов знаменателе можем пренебречь 1, н (5) примет впд = ‚ если 


же { мало, то мы можем знаменатель принять равным 1 и получим Ё= ГА. 
Таким образом, мы пользуемся в этом случае некоторой эмпирической форму- 
ной, воторан одинаково приложнма для всех стоек. Чтобы привести ее кобыа- 
ному виду, положим [== АА", тде К — излменьший радиус инерции сечения 
относительно осн, проходящий через его центр тяжести, тогда, 


ОЕ Е. - 


47 
тде а равно 1-5; @ и Г суть величины, которые могут быть получены из 


опытов со стойками. 

Нели Е приложена не в центре сечения концов, а на расстоянии 2. от него, 
то наше конечное условие будет заключалься в том, что у=— при х==1. Это 
об‘ясняет вам, почему стойки неправильно нагруженные ломаются при мень- 
шей нагрузее, чем та, которая определяется в (4). Студенты, желающие по- 
ближе познакомиться с этнм вопросом, могут обратиться в Днозтеет за 1536 г. 
стр. 464—513, тде приваты во виимание н начальные обстоятельства ивгиба- 


192. Стойна © боновой нагрузной. Ограничныся раесмотрением только стоек с кон- 
цами, укрепленкыми на шарнырах. Пели боковая нагрузка такова, то сама по себе, 
предполагая конечно и уравновешивающие ее опорные сопротнвлення, производит 
изгибающий момеит, который мы иазовем $ (=) то по (1) п. 190 мы получим 

и 


Тал, пусть стойка равпомерно пагружена боковой нагрузкой, положим, центро- 
бежной силой или собствеиным весом, тогда, $ (2) -= м! (-). если и’ бокевая на- 
трузка на единицу длины, 


р Это замечание заключает в себе целую теорию отозк в том внде, как ею нользоваяиеь при 
нроебтировании Фостского моста. 


Е 


Мы считаем более удобным принять э д =\ И 608. ‚ где И’— полная 0 


ъовая нагрузка, это будег мало отличаться от предыдущего выражения. Отсюда 


пу, в 
ый 
ЕО 0 


Не трудно убедиться. что = 


Заметим, что при Я=01, 314 уравнение представляет уравнение Уоругое 
тиния балки 


Прогиб по серодиее будег у; = 


й васболъший нагнбающий момент будит р = Я М 
г? роз 
и: Ку. . [КР , ) 


ная ры\т, 


‚ {4} 
47 #: 

Вели Н7= 0, яв улыет пизвать тю2ую величииг, то знамн пВлеая 
бадть говаи 0. Полатая ло разяым 0. мы получили 05: захон Эйлер к, "> 
Фыс зясизтыы> длкины, что разрушаются от изгейя. Если значенне р® для Р 

= ‚: — ЕЁ 1 
Вазоиея чи 6, т.е И= —5-.то (4) примет им рае 1у, И 


эеян ^ — наностьнес расстояине зозек сочелня от нейтральса@ осп ео сорсвы 


Генматщих напряжений, т. о, ели — = @— паимоньшеху момвите сосротаззении вы 


чения, а4 площадь сечения, и голи 7— нанозаьнтое ожикощяе нап лсзане в сёлесий, тп 


ПользуяеЁ этим выражбннем п полетагняя виосто 2,4 |лмаюнтая наз прузай 
сра.на квадь. дюйм сечения) в ® вмеето 7.4 цпехилная ломазииеа нагрузка ва 
мм 
же 
Эту (юрмулу ие труджо запомнить. Из нее мож=о определять 2“. 


Пример. Каждая точка жзлезиого нли стального спарнина ихеющем 
дкз-юв. опесывает озтужноеть раднуса > диймов. Сеченис его прамоутстий 
цес размеры & дюймов по направлению доения нРв направленни, ера 
- _ Веги? 

6290 
Муту. Будем счтрать стермень укроплеппым еноими концами помощью сталтирое м 
восчедуем возножиость его разрушевия по деги нот плепиям. 

1) В том направлении, в которлм центробежная онла отгутствует, момент инерция 

= "112 #53, п для асмающего груза Пюрмула Эйлера лает зеличину 

12 и ры: т 
Ема 
— 48 

Эту продольную нагрузку мы будем прииимать, как помающую, такие и пла 

рутого иаправлення, тав что разрушенные может одниакозо пронзойтн в той в в др 
той плоскости. 


2) Изгиб в нанравлении действия центробежной силы. Чсбы получить м дан 
равнення (6), нужно нзать выражение (7} н разделить его на #1: долегая 


Е=ЗХ 10, 


. И 
зале. дюйм), мы получим (1 т) (1 


ярзом к нему. Мы можем прииять фунтов, где и тина оборот 


, . [3 


мы получим и—6х х 15. р 


Нринимая иаибольшее допускаемое иапряжепие для стали равным 20000 $. иа 
кв. дюйм (припоминм, что вследетвни переменных иапряжений, его надо брать мень- 
зим) и, имен в виду, что в этом иаправленни Г-=1/1,643, мы уравнение (6) получим 
в следующем виде 

62% 52 Иа 
84. 103 (в — 308.) (1—5) "Г... -- 
г ( Е) ( #/ а ь 

Так, возьмем, иапример, 6 = 1, (=30, х= 12; следующая таблаца дает значения 

в для различных велични 4, полученииые из уравнения (8). 


ИЯ ДИР ИТ 


Го | 205 | те | в27 [| зев | 487 | 545. 


Уяражчение. Круглый стальной стержень имеет днаметр 1 дюйм и длнпу 8 фут. 
иначе говоря, #=:48 дюймам. Возьмем Е -= 1500 фунтов. Доквзаль, что еели одно- 
временио приложить к стержню продолную нагрузку, которая в отдельности произво- 
дит напряжение 1910 ф. иа кв. д» н сгибающий момент дающий в отдельности иа- 
пряжение 816 ф. на кв. д, т0 напряжение в стержне получится равным 23190 {. на 
квадр, дюйм. 

Другне интересные примеры можно найти в Те Руи!юзо ис Мадазии за март 
1892 года. =) 


<) Ве другие пояспенля, касающиеся этого предмета, которые мне приходилось вотречаль, отли- 
чащтся детской простотой, по еовериенио ложны, 


ГЛАВА ПИ. 


Академические упражнения. 


193. В главе Т мы имели дело с диффереицированием и нитегрирова- 


нием 2”, а в главе Пе” и зтах, и, если не задаваться полью более полного 
ознакомления с анализом, то болыве вичего и не требуется. Еели мы знаем 
тн три фуивцни, то этого достаточно почти пля всех практических инженер- 
ных полей. Действительно, дальше будет видно, что мнотне из приуеров, 
данных в этой главе, могли бы быть даиы и в главах Ги П. Для диффе- 
ренцирования и чвтегрирования фувкци? вообще, мы бы советовали студенгам 
прочесть систеуатический кур", пропуская в нем трудные места при первона- 
чальном чтении и возврашаясь к нвм впослезствни, когда уже получёны те 
предварительные знания, которые необходимы для их поннмаиня. Нсли сту- 
дент не имеет руководителя, который раз‘яснил бы ему этн трудные кеста, 
то он и сам сноим умом дойдет до их понизання. При помощи немногих 
правил легко приобрести уменье дифференцировать алгебранчесвие функции, . 
п, хотя мы м выразили жолание, чтоз‘ы студенты познакомились с Нихи 10 
систематическому курсу, однако мы здесь дазим их. Правила эти нужиы глав- 
ным образом для тех шнольинЕев, которым нужно наскоро подготовиться в 
экзаменам и получить нанык в лифференоировании. Но позобные юноши так 
редко берутся потом за страшный грелмет и так скоро потом забывают его, 
благодаря тому, что в действительности они викогда ие понпуали, что значит 
й 
Е. что мы бы посоветовали начинающим ие гнаться за тавим навыком в 
дифференцировэнии, а сиачала поблуждать впотьмах, как зто прихозилось 
делать й изтим старым учителям, хотя по лругой причине. Ког'а же предмет 
станет-совершенно ясен, тогда можно постараться достачь наныва в анффе- 
ренцировании и удержать его за сбой. Искусство это легко уеванзается, & 
при решенин раззячных призеров, во вс»ком случае еще приобрегается столь 
важная для практики опытность в обрзщенви с алгебраическими и тригоно- 
метрическиин выражениями. 

В главах Тн П мы настаивали из том, чтобы студенты изображая 
трафическя фунёцни, ныеющие вид 


2: . 
у=а2’, у=ае”, у==азш 6-0). 
Точно также они должны поступать и со всякой новой функаней, которая 
встречается им. Но мы должиы здегь предупредить их, что лучте выбрать 


немиогие из иих и нзучить их основательно, чем иметь туманное представлеине 
9 многих. 


Инженеру приходится на каждим шагу нзоброталь и при решении 10308 
ззлачи ет имест са собой то пре» мущество, что ему приходится дейсеввать 
вполне самостоятельно. Но вавно саисе решение залазн, а& важно те, как 
она решена. 

Изобразттть трафически уУ—1ае. Мы предпотлателу, чм 
проделал это с у ие”” И и, 


194. Пусть у=Х (<), таг что, вотда выбрано частное вналопеа х, те 
\0=ио зычислить у. Пус°ь вьято новое значение 2 а пиевно = бе; ово 
даст Ем возможность вычиезить озотьетстеующее значение, у, а именно 


ИНбу == 5%). 
Вычитаем и делим на 5% тогте мы получеи 
И й») —] 


Этим мы Обозеачаем в общем ти ПВ ТО, что мы должны сделать 2 нено» 
тсрей фунацией п что мы уме делали раньше е взшнын треза бо: - 


9 
по нашему определению ыы есть предел, к которому стремитон (1] во мере 


беспредельного ученьтевкя Хе 


195. На этого опрадраеиия очевидно, что произтоленя ау (=) есть а, 
уупойевное на прованодную # (5). к лево показиль, что оиззоллья суммы 
функций ралли стумю ирианнодеых кажлой из них отлельно. В вевоимх 
примеров элаеи { чы поиняли бей посопалельстиа. Мы зомем и] тАвил® 
30 доказалельство в следующей не. 

Нусть у= в-е-Ею — сзина трех дантых фуниций 2х. Путь & в 
ХОлИТ В 65, и В ивы, о вор шв 11-|- би. Из того сжех) 
обан у перехолнт в у-- ву, то 


й п пределе 


196. Производная произведения двух фуннций. Пусть у= ие, та ый 
суть фуикцни 2. Когиа = слановечет > 4-82, пусть 


уу жми о (ь-- а = и. 6-е, и 
Внчитая, ваходну 


Далее, положим ч10 &л, а стало быть, (как это принималось изетолнне 
в наших рассужденнах), и би, 25 и бу беспредельно уменьшаются, тотда, ка- 


г 


а 


я ан Че. р 
ково бы ии было значеине ›, 7260 должно в пределе обратиться 2 0, а нотану 
ут |{.. 


Чу 61 


Студент сам должен перевести это выражение на обычный язык. Такаа 
ЛЕТЕО ДОКазать, напноэв только елчь в виде и» Ж 10, что еслн у -= ме то 
у 40 Чаи, @ 
р рыи о. 
, ми (. 


к . 4 ь 
Примеры. Пусть у==105", тогдь непосредствэяно Е ==702%. Но мы те же 
, Г 


самое мозом написать в виде Е 52 
я 


=== бай) = 294 [16а == 40° | 30 = 7048, 


5‘. Наше новое правило ‘Хаст 


Предлагается с”утевту самому подобрать другие примеры. 

| 
197. Производная чаетного 
Пусть у=°; прп лем * н # суть фунюцие 2 


} Е 
Тогда м- 


и 
Ч 


6 
6 


Вычитая, находим 


ву= - - ‚— 


1. 
фи — ро, 
Предполатал, что 4 безпредельно уменьлнается, мы видин. что 2.4 ети 
интся к 0, н отсюта имеел ь 


4 «4 
а. 
би ие Чт й 


сдесь опять студент должен перевести правило на обыяный явттк и дее- 
Я ви 
5! постараться запомнить, что на первом месте стоите: | 
33 
Знаменатель, умноженный на производную числителя, мивус числитель 


умноненный на производную зиаменателя, и все деленное ка нвадрат зка- 
менателя. 


3 
Нужно проделать нескольхо численных примеров, например, у== = а: 


м Я 
в дебствительноств 82, и = 405. 


37 Р_ 


') 2 Ш г? (6. 
По нашему правилу _ Е = - —=40=*, 


1 
Студеит должен проделать несколько упражиений, например, /== 


УЕ 1 
ялх еще у— А 1/5 27“?, и проверить результаты. 


198. Ести у дано, как функция 2, а2 дано, как функция х, тотда легко 
выразить у, как функцию х. Например, цусть и =5108 (а 9) и г==е- 


--4=-Е зп ех, тогда 
У— 6108 [а (с ах зт ел)? 9]. 


Таким образом, положим, что у=/(2) и == Е (т); если вместо х мт 
возьмем 2-62 н при этом значении вычислим =-|-82, а при вначенин 2-82 
вычислим у -|-8у, тотда мы можем сказать, что наше 8у находится в завиеи- 
мости ог бя и можем написать 

у бу, 
сх бы 
Это очевидно справедливо, так как 62 в обеих дробях сохраняет одно и то же 
значение, как бы мало оно не становилось, а отсюда, следует, что правило (1) 
остаются справедливым и тогда, когда &х беспредельно уменьшается, а Так ЕзЕ 
ин предполагаем, что н = беспредельно уменьщаетса, то получим 


У 
хе ооо в `..@) 


Это положеине имеет такое тромадное вначение, что студент только тогда 
имеет право считать себя удовлетворенных, когда совершенно ясно убедится, 
что это действительно так. Необходимо заметить, что символ @г2 не может быт 
поставлен отдельно; мы ничего не знаем отяоснтельно самого г, для нас ясно 

Чу а2 


холько виачение полного символа Хи -”. 
42 4 


Язя начинающего эти рассуждения мотут показатьея утомительными, но 
это неизбежно для легкости дальнейшего его ознакомления в этим вопросом. 
Лоэтому он должен выяснить для себя этот вакон на численных прямерах. 

4 42 
Пусть, например, У=423 и 2=042. Так как С Вал, — = 262, 10 мы 
ЧЕ 


|: т 
Чу = 2; 375 3 
имеем Н. = — 6262?» или 646325. Но, если после подстановки у == ар328, мы 
продифференцируем непосредственно, мы получим тотже ответ. Студент должен 
хам составнть несколько примеров. 

Старательный студеит может выяснить себе (2) посредством трех кривых; 
одной, связывающей 2 и х, другой, связынаюшей уигя третьей, полученной 
из двух первых посредством измерений, и помощью их показать, что для не- 
зоторого значения я уклон кривой (у, 2) равеи произведению уклонов других 
двух кривых. Но, правду сказать, этот метод слншком сложен, чтобы быть 960- 


бенно поучительным. Распространяя далее наши рассуждения, мы видим, что 


ау Чу аш аи 4 
Е ев ее 


ах ао’ а 4 ап 


199. Гораздо легче доказать помощью кривой, что 


ду, 9х 
о Ь а. и 
а @), 
й ах ау 
так как жегие видеть, что е. есть вотавтенс угла, для которого = сзужиттан- 
генеом. Ч 


Другой способ. Вели при увеличении х на величниу 6% мы получиы при- 
ращение у равиое 5у, и если мы, нсходя‘от &у, обратно вычислим 52, то для 
него получим то же зналение, с которого начали. Отсюда 

бу 8х 


ву яке . (5). 


На том основании, что (5) справедливо, пак бы мало ни было 8х, спра» 
ведливо,и (+). 


200. Пряснеиие в (2). Если взять индикаторную диаграмму газовой 
машины. то, применяя п. 57, легко из нее найти диатрачьу для й, величины, 
покавывающей сколько газ получает теплоты в футо-фунтах на единнцу изме- 
нения об‘ема, при условни; что имеем постоянный газ, получающий теплоту из 
некоторого источника | (и действительности этот нсточник заключается в самом 
газе, теплота, в из его химнческой энериии). 


ай’ 
Подобио тому, как давление есть фу Веичина работы, затраченной на 


ан 
единицу изменения об’ема, так и д ее. Заметны, что А выражется в, тех же 
О) 


самых единицах, как и р, н, чтобы начертить кривую й, нечего обращать 
внамание на масштабы ри 2. Их можно измерять на диаграмие дюймами- 
Выесто того, чтобы брать индикаториую диаграмму н, и измерня тангесы каса- 
тельных, находить производные, проще будет, начертив эту ‘диаграмму в боль- 


Е ыр 
шем масиггабе, составить таблицу значений р но и найтн приблизительно Е 


для каждого зиачения т. Пользуясь этими значеийяни и найдя значения 


ан 
——,- Дм различных точек, предложим себе задачу найти то количество 


Г 
теплоты, которое газ получает в секунду. Если представляет время, то 
: ан ан 
Е ‘а 


ао Г) 
следовательно нужно А умножить на Е Так как предетавляет скорость 


поршня, так как движение воэшня о по перзочу приближению есть гроетое гар- 
ЗОННч 600, то мы описываем Нолуовружнстаь ва диаметре, равном ходу 


о 
поршня, и тогда, ордниата полукруга дадут. Поэтому, умножая каждую 
ведичину Я на срответетвенную ординату полукруга, мы получаем в опрехелен- 

[ей 
Ном масштабе днатрамну, ЕОторая покажет во всакий момент Е 


Так как мы уже видедн, ато  __@Р 4. что 1. 4 то мы часто 
ое Я ИЕ п а А. о 


бурувы поступать с Су изн Ст, как будто очи дей ствнтольные алтебрячческне 
Мы ичесгв®, прин однако, что, хозя Чу изн ли могут писаться етяельно, 


ь. С раки удобетва; так, например, мехно написать 
пГ.аж-- Муни. . ^. я $, 
ТА М п М суть ФУНАЦИН Хи у, но это в ден ствитезьности за\едае 
‚ пыраженяе 

ра т ма (2 
Дальз, пусть у ==04", иы мошом напнсачь 

Чу=2ал. р... : (3), 
58 #16 зояько заменяет выражение 

Зи. Зе *,-{ - (2). 
Основакта, в эторым мат ‘руководствуемся в этом случае, заключиетея и ду, 


970, оези бы мы пота аи интегрировать (8), то наз нужно былое бы 23. 
НАПИСАТЬ МВ |, а, еслибы мы пожелели читегрировать (4), том 
быхя бы ‘иразтаиь этот пронесс словами, пвошотря на 1Т0, что обв 
ГЗсса в сущности одно = 1% 5. Мы уже пользовались в таком сине 
ит в главе Е 

Птостых мхатеуатиеових римеров, подопяниних п. 198 чожло вос нет, 
МеЪМество, во таких, которые бы заегангли эсвозательно полумать, кайги нь 
14е лотко. Закон правилен, не трудно зто ЧлалАчич, но нужно, чизбы этот 
пааон вимел в илоть д &ровь, а для это вужно Кое что поболешэ зкалани 
Мослого догайутельстка. 

Трименизг телерь на леле эти принципьу. 


201. Пусть 32 ==004 х; это выралщенне совершенно равносильно 2. в 


ау 1 
потому га К _—. В главе 1 вы пользовались зе выволом 698 тд- 
Е 
чазительства. Это есть случай, составляющий исе чение при интегрировани д. 
202. Известно, что производная $1 7 равна соз 2, найти произвохнух» 371 с" 
ь И — ЗИ ах=Езт ы, если мал 
@у аи 


= 605 #н-— = и, 
а 


ЕВ 


2) 
—605# Ха -== а с03 а”. 


Найти производную у==50$ ах, зная, что производная $т хоравна с03 =. 


У= 60545 = т аа = = м, где ре @ 
и СР И м а 
у _ ау Чин из Е 
НЕЕ = 00° жа = сз (ах -- с) шах 
203. Пусть у=1ю9 (х-[ра) 
йи а 1 
Положим, Ра==и, или у==10с , тогда Е Е. = 
ду _@у Ч _1_ _й 
ПСА В С 
204. у—юх. Представим этот последний, пак частное у= си Е р 
Чу, __ с03 2.605 7— тя (— 915) _ 1 
8 — с05х с0525 ° 


Студент должен получить этот результат и непосредственным способом, 


205. у==ещх. Мы теперь ознакомились уже с некоторыми приемами. 


с05х 
Представим его в виде частного у== а 
4у _ зп =(— 51 =) —с05= (соз х) _ и 
п — эт?х —_ в” 


итлн мы можем постуннть таким способом; 
Уи 1, ебли и== я, 


у аи 1 
о = Ее 
с х ах х с0525 
ы _ - с05 её? 
м = А : 
1025 ° 0922 Ия 
206. Пусть у == 311 ах”, положим у== ти и и ==ал®. 

[7 

Тотча - —2 а 
отл: Не > 

ау 
и = =60$ М 

Чи ь 

бу ь 
= С0$ # Х 2ах == 242 с08 42. 
я 
Пусть у==е“"", положии у = 2“, и и== азш о, так что 
й 4 
= у 1; = @ 6082, 
@ в т 

так что = == асозм, или а.6°"* сов. 


Е ь 2 


ри у ч 


207. у —= зесх. Мы можем поступить с ним или, каЕ с чавтным, или 
следующим образом: у == (с0$ ти где и = с08 2. 
(2) т ау ау ав 1 


—=— 1 ( За) = МП бесы 2. 
аи‘ ат — ©0985 5 =. 


208. В пуккте 11 уравнение циЕлонды было дано в зависимоетн от вспо- 
могательного угла ф; 2 = а? — азте, у-=а — асоз 5. 
Яу ал 
Найдем Е и а в нокоторой точке. 


4х 
Зи [ о О #2 _ И. @х а азшо по . 
42 @р`аг 4 (а вс0$ $) 1—0 
4 _@ [ау а ( Чу а? 
| 4? ах (*.) @? \4= х ах 
—@-— <03$) воз — зтф(ате). И -ь @ 
г (1 — с0$ 9) ве @(1 — с08$)° у 
209. Если не. . у ‚ . - @), то 
ау Е 
ре Он. °* . (2). 
те => аа у 2) 


[1 
Если мы желаем выразить т только через =, то мы должны шайти у ив 


(1) я подставить ого в (2). Но для практических приложений более притодно (2). 


и: 
Таким же самым путем, если аз +, —1, то 


25, 2у аи ау би 
а. Он: о - у 
2 ау Бх 
Далее, если =- ы=Ь ету 
Танже, ебли В = ой, 


Если и="/.% 3112%-- ‘у, э1 4э, и. с08' 
ыы г 


а 
Если УИ ЗА, Я зесч. 
Е а 8 и. 
Пусть уз - а, при чем въ а, =, 
ау $ г Ея 
так что = и Же ии т.г 


=— 5 
210. Пусть у==агезтх. Иначе говоря, у есть уголь, синуе иоторвте 
равен я; отсюда х== зу, 


ах - — —— 
аи <= 1—9 у=уУ1—# 


Отсюда о - = 

. Че И. 

Мы извлекли корень квадратный, и наш результат может быть 60 знаком 
-- пли —. Из них мы должны выбрать тот, который поставлен перед соз у. 


211. Подобным образом, если у=агс 605 х; 


212. Пусть у==аго х, так что х = у, 


4х ШЕЕ 
и соу _ 
213. Подобным образом, если у==ате х, тогда 
ау _ И 
Е та 


214. Отсюда видно, что выражение (2) и (4) н. 198 и 199 дают нам 
возможность дифференцировать многие обычные выражения, и студенты должны 
сделать побольше примеров. Они должны проверить ряд интегралов, данвых в 
конце этой еннги. Офудент должен иметь при себе насколько возможно полный 
ряд интегралов. Он, конечно, не может рассчитывать запомнить их Все. Иногда 
при дифференцировании рекомендуется предварительио логариомировать обе 
части равеиства, как, например, в следующем случае; 


у=я: Ююву===Ю8 а, 
1.4 1 
е яЕ=тх Е Юв*, 


Г ы 
= -Н Юз). *) 


`215. В следующих примерах буввы, подобные х, у, 2, %, %#, в мар, 
будут означать перемениые количества, а буквы подобиые а, В, 6, жь м, ит. д. 
ностояиные. Студент слишком привыкает в и 3; поэтому пусть он. ийсгда, 
прежде, чем приступить к дифференцированию, заменит = посредством @ илы Ё 
или ©, тоже самое сделает н с 9. Он должеи проверить решение каждого инте- 
трала помощью диффереицирования. 


+) Тем же способом доказать, что 


у 
у=4”, д,= “18а. 


а 


Ряд основных случаев. 


4 ы “9 
2 (511 я) == #4 соб из, 


Г т” ее 


рн 


— юри» 


ь Па 
ай | СОЗ зих , (е == в. 310 25; 
а у а й 1 
ег зан) == зн И 2: В ЖЕ . в = — 605 215; 
(со 3) 1 [ И а. {9 
ор р ит 
а а " @ 1 
Е 18 ах) = А у - то 
а а ах 1 
ах и) эп а” 1 зо а 089 
Пе = и ы ах И а 
ах гс вс) = И" 1 У к ис о, 
а И 1 в и о. 
аа т) = ру В. 8, 
Я х ' & 
@)= а 1юва, в — = 
ат о ыы Г То а 
Мнотие из указанных интегралов чаны были уже раньше, н они только 


на нервый взгляд кажутся другими. Даже употребление и У вместо 
численного обозначения степени или корня может замаскировать функцию для 


новичка. Так. 


и его интеграл равен 


определенные подетановни. Студент не должен пахать духом, если джя него 
будет оставаться непонятным, каким образом додумались до этих подстановск; 
они явились плодом может быть 'елых педель умслвенной работы прежних и 
современных математиков, Многие из них были получены помощью проб тем 
ле способом. каким мы Уже пользовались, когда при интегрирования брали 
ответ и проверялн его правильность дифференцированием. 

Конечно при изучении различных приемов дафференцирования и интегри- 
рования, студент, имеющий возможность взять несколько уроков у преполава- 
теля, имеет большое преимущество перед студентом, занимающимся самосто- 
тельно по книге. Однако усидчиво работающин без посторонней помощи сту- 
дент тоже имеет за собой некоторые преимущества; то. что он изучит, он 

- Усвоит хорошо и не забудет этого. Ето прошел по Англии пешком, имеет 
чокоторые преимущества перед тем, кто путешествовал по неё по железным 


216. В некоторых из помещенных ниже питегралов указаны известные 


5 
з 


доротам. Но, когда учатся ездить на велосипеде, то я думаю, первые дни 
подезно, если поддерживают сзади; а обучение велосипечной езде имеет неко- 
зорое сходство с обучением приемам диеовацирования и интегрирования. | 


Упражнения и примеры. 


Г ее 
1. ув, 1-10 =. 7. 9-й ео 
эт 25° " У беса" о = 
‚ий 1 
8х” 


4 
3. у—108 (82), г. 


а 
5. у=105(82), = 
в: <: 4х В ИР: ь 
6. хе зты, и=У®-ЕЯ ‚ет (Ее), те ше=о. 
Здесь мы пользуе/сл тем же упрощением, каки в п. 116. Студент дол- 
жен обралить внимание на то обстоятельство, что кл основании п. 165 дей- 
ствие 6 (означающее о пронаводениое и раз под Ут, увелвчавает его 


амплитуду в 8” раз и дает опережение фазы на й прямых углов. Из даиного 
их а 
примера можно видеть, что еслы действие 0 произвестя 2 раз над е эт Ы, 
2 
то амплитуда увезичится в (4? --)"* раз, а опережение фазы будет ие. 


ла ев ЕЕ зоу п = Ио" и --89,  — 
г 1—0 @ т Пи 
1. Е т ТЫ 8. у==юв(е' Не’, в“ 
5 9 = @у 
бь па, дв=8 У =. 10. у—ах Ре -ре, да 98 ЕВ. 


а 


1. э=эВ, ре 6. И", с 1.87 си, 


аь о вт аа, @ о 
18. г об 59 2 1+. До 4 = а 
15. Деви 9 ов -ре-у. 
16. И Уз. ат -= | 28. ал == 2, 2. 


и _в Ее? Е 
17. д И”. = | ы 
в $ |. ЗЕЯ о изи г 


2]. № л 
18. Де Ге. = а =, 3, 
15 — 8-1 


Ш 
ИЛИ А ас Я р 
У та 


20. и Уа-Ро в-ро. 42. Примем здесь в-- 2==у, тогда 42 ==0у, и мы получи 
[%. ФЗУ = 8), (а--%) 8. 


В. (у— а): 
21. [| Пуль разу, Чи, | Е 
Ета" № НЕО й ре 
Вой = 
а, Де” -зарт-рзиву" — в”) бу 
у 
вы у ый а Е у” а 
4-м, Е БЕТ В ТЫ 
остается только подставить &-- а вместо 9. ` 
2.ах 
т. Пусть а-- Ве ==, так что 6. ах=а: 
@+ 0) у Ре йе 9, 


в/о — ча аа С ВВ — ВВ) == 
= я Ва -- в) Ч а-- 1 
Гувв.#=- У — мошуи 
НЙ 


я а > 
24. о — =: Пусть я—@в=, 4х == ау, в. Тору 108 (%— @)- 


я 
1 т 1 и \ 
25. 5 с 
5. Тав как в т == ==) то 
тя к ст 
Е 16 < ое в 8 ига. 
@х 1 х—& 


Подобным же образом В О 8 105 т 


26. Если 22--2Дх-Р В может. быть разложено на два действитель 
ах 


множителя, то и 


жэ--24Ах-- В 


представится в той же форме, как и пред 


дущнй интеграл. 


*) См. восьмой основной случай в. 125, 


р И 


Нело же этого нет, то нитеграл может быть написан в виде 
ах 
РТ а” пе и. и я — В — 8, то мы пояу- 


г Я. 
чим интеграл Гая в который равен таг 


И Чех. 4х =— т, = 4х. Это у нас первый пример большого клаеса 


интегралов, в которых числитель дроби оказывается производной знаменателя. 
Пусть у == с0$ >, те Яу=— пя .ах, так что вышеприведенный иитеграл 


принимает вид— }-^ р юру ==-— 108 (с05%) . 
я 
28. Пусть /’ (2) изображает собой производную {(2) и нам требустся найти 
Г. 5х ки 


тогда {’ (=). 4х ==ау, так что интеграл принимает вид 


4 | ты 
Гу-юез—тювго), 


Отсюда следует, что если числитель дроби оказывается производной ‚знамена- 
теля, то ответ будет: 


ЮР (внаменатель) 


ЭВх. 4х х.4х 1 и2ы.ах _1 
29. Даев (@-- 62). И эртове-Ны”). 
(-- ях) ах 


: а : дитель 
31. Прниести /. Е более простому випу. Если бы чи 


бых 2ех-- 6, то интеграл подходил бы под правило прим, 28. Числитель может 
быть представлеи в виде 


о иф 
5:@е-Р-т—5,› 
так чго можно написать интеграл в виде 
02 Зе В { яё ах 
ры Газы в. 


=: ос 106 (а-ве- сей) ( ЕЕ 


Последний интеграл дан В примере 26. 


«НВ 2х.ах Ь.ах _ ь х 
_- Лара: = зы Даа И в -- ов) ааге с 


ь. эт я. а тг ВБешя. 0х 1 о 
_ ЕЕ — с ах ^^ 6 о 


== (0 


ах (1-02 х—109х г (--10Е 2) ах гах 
$4. т = = 
т Ех хех ] 0х Г 


== 105 (11054) — 08 х= 10 х-- 108 (054) — ювх -=Юв (ов д). 
Котда в выражене входят л” н (а- 6х)", то иужно пробовать подс 


НОВЕу У==@ ИБИ = 5. 


на 


(215 6 - 55) ° 
г ИОП в | 
36. еек = 102 (а- 54) -- а 


р Аа 1 а-- 5х 
йе Е 5% т и 
Г 4 И я__ и —1 
] @- 5” эта (а-ь в Г эта | [С е г - ] 


таким образом мы получаем формулу приведения. 
Когда выражение ваключает в себе УИз--&, то следует пробовал 
92 =а-- 6х. 


РОН 2 (24-6) 
89. Так, Е г 
Уаз ве УЗВ 


40. ГУ ЮРх.@х Пробуем у==1-- 092. 


Ответ: [5 (11-109) {+ 
41. Г . Пробуем =” == у. Ответ: атс е”. 
ие” 


217. Интигрирование по чаетям. Если ан 2 суть функции х, то 


и 
етсюда ` Но = Гео [2-аы 
Ели феи — МИ. лая о р 
Мы можем написать (1) в виде 
[е.равнниь— о. 


Посредством этой формулы интерграл ий и. 4+ ножет быть кыражен ч8} 


о-в, 


а ель 


— 101 — 


42. Тэк, например, чтобы найти Я д’ .Юрх.Ях, примем и== Ко хя 


ан НН " 
=. # о В В = 
=“, такчто ==. Формула (1) дает нам» В 1105 [ = Е 


1 и =— ЕТ] 


43. / ее: 

а = 1 

Пусть их , так, что ®.-^ в”; тогда формула (1) даст 
а 


и | где а ет =“ ( ==. 
а а 7: а а 


о 


44. / 2? эт Вх .ф. Назовем ответ /. 
ы 1 вх 1 их . 
Пусть и== яп Вх, 9—5 =“*, тогда формула (1) даст нам Е Е" зщ 


| РИ а е эт 6х — ВВ; 
а а а 


одобных же образом может быть преобразован интеграл $ е*. с0$ 5х. 


е 1 нее 
‚ который мы назвали В, если принять и=505 6х и 0==— ©; ТОГДА 
а 


6". с0$ БРА, 


&1- 


вт 6" созбх -- =] 2” зибх.@х == 


Отсюда 4 =1 2", зт о е"* соз Вх -|- р А) ‚ так 
ту ежи ВЕ фх— эт 6). 
что д= [в эт 6х. х == ЕВ 
Подобным же образом у | 5 ава аетия. 


218. Посредством формул приведения мы постепенно приводим инте- 
ралы к видам, уже известным нам; эти формулы всегда нолучаютея помощью 
етода нитегрирования по частям. Так ианаиюер, 


1 п = 
"а 2—1 .е" . ах. 


* с05 Вх . Чх == 


Если например нам нужно интегрировать де“, то мы выражаем его 


*, затем, пользуясь формулой приведения выражаем де” через 29” 
интеграл ооо мы знаем, 


ерез 232“ 


т д. пова пе приведем его в де" или 2“ 


г [ ах О-о 165, [ @-- 105 1) 42 _ гах 


хПовх — хх до х Е 


— 18 (хю=4) — 106 х==Ю8х--108 (108 д) — ю5х = 108 (054). 
Когла ввыражене входатл” и (#-- 85)", то нужно пробовать подота- 


иовку У==8@ пли = 5. 


1 
Ь(а-Р 5х) 


аи ее + ыы] 
ар 6х 
5 


[ — д 21 [ ах | 
ар" эта а-я)" г 2та (@-- в)" * 
таким образом мы получаем формулу приведения. 


Когда выражение завлючаег в себе / а--6х, то следует пробовать 
92 —=а-[ 6х. 


Не 2 (29—65) 
39. Так, — = е 
[ Уаты ВВ ИЧЯРОР 


40. | тут -ЕЮЕх. Чл Пробуем у= 1-15 =. 
Ответ: °/5 (11-1095) 8]. 


41. № Пробуем г == у. Ответ: агс СЗ 
в ГЕ 


217. Интигрирование по частям. Если и н 9 суть фунЕция л, то 


а _  @ аи 
ат (#5) =и ТЕНТ НЕ 


втсюда шо [в.® | о. ам, 


пля | Г-е=и— м. 4. 


Мы можем написать {1} в виде 
ни. 21) — НЕ 
] о | `ах' 


Поередотвом этой формулы интертрал / и.42 может быть выражен черт 


До. Чи. 


ПА 


1 ® —9 2 1-х бу _ т 2—2 
А. агсзт = е 5 = 
ы трее о Гр  ^ ИБ 4 а-я ^ 
== з. № 2 Е з) 8 
. рю (сою $}, Е: 67. з=6(1—В), ее 2 (1 —3#—®). 
м а. „м1 № ф 
_ Ани = а 4 
9-5)” 4 (@ = ее? @ (ее 
3 9 р 2(1—0—1 
о Шт» 46 — (ее — 1) ’ 
925 с056 


71. Пусть 2=10-|-56с6, доказать, что дрен) 


а2 9 
= = Е" 
12. Пусть я == 1050, доказаль, что з= р» 


а“ 
3. Пусть у==е`® с08 2, доказать, что ау =. 
22 а*у 24 
74. Пусть у == с доказать, что, неа 


15. Г ааа) ах. 


(1). Если р/а целое и положительное число, то следует произвести воз- 
веденне в степень, перемножение п интегрировать каждую часть отдельно. 

(2). Приннмаем (- Ев”) == 9; а если такая подстановка не приведет в 
результатам, то 

} (3). Принимаем (@2—” НЕО 


76. [22 (а =). ат. Пусть а-я, тогда 9х == 29. 4, иг =У— а, 
ак что мы получим 2 И {и — ауру ду ни а Г ('— 2аи*- ау) ау, 
что уже легко интегрируется. 


1 
Пробуем а—*-1 ==, = т ==2”, — 847 6. фу. 0, 


о И 
жа = 


уогла получим 
1 
— мч ва ае= У == 


а. 
Е Пробуем а22—?-| 1 ==, и находим 


78. Эвана . 
ее) 


% 
а] в ай вуза 


Е 4 
79. Пусть = А зш %-- В с03 п доказать, что и {ая =0. 


@"я ау в 
80. Пусть и==у, доказать, что а: я те 


81. Доказать справедливость положения 0 т ( п. 88 ‚Л 
р Е = ая. бу см. ) на сле 


дующих прамерах: 
и — атс у, и = зи (а=”*-- 65"), 
и = п (93), и==х зт у- У и: =, 
и—27 |ор ау, в ==108 (==) 


_—@ 9/2 — В: 
= РИ 


_ 29 


и 24) 10 (1-[-2747). 


82. у— ее" эш" 6х, р — => щих (азт ож тб с05 64). 


== (@*-1 02) в—=! с08 ( — 8), где 428 = Е. 


В т Е 


@у 1.2.3.4 2с05 5 


84. у—= 2“ ор, а эм 88 9— 108 (п о 9% = ЕВ” 


86. Еели о = Ая“ у 4.242 Р-р и т. д., гв 
а-Р = -Е № ит. д. п 
то + называется однородной функцией х и у п— ого измереина. Доказать, что 
@г ав 2) 
; 1— —| = яю. Проверить это для случая ® = ие = в 
= (2) НН (в) Ри а 
в7. Вообще, если и=={ (у-Р аз) -- Е (у— аз), где Ги РЁ суть кавие- 
нибудь функции, доБазать, что 
2% Фи 
=, 
ая Чу? 
при чем, разумеется, должны быть взяты частные производные. 
88. Пусть в == (22-Р у?-| 22)", доказать, что 
ай Фыь , ав 


ЕО 
д? а? ‘д 


89 Пусть ва зп [ удовлетворяет равнолию 2 г оо, 


найти {и 2 в зависимости от о и В нлиа и В выразить через р. и и, 


— 165 — 
30. Пусть у== 6 есть решение уравнения 


& @8 а° а: 
В С Ву, 
вай НАЗ а? Чх 
@9 @у ау Чу 
- Я — 2 0, к найдем его ре- 
ЧА 43 д С. ша “ 7 в 
зение. Овет: уз ав" -- Ве-* | се?" |, тде а, В, с, Я суть иекоторые про- 
извольные постоянные. 
219. Пусть зребуется интегрировать дробь вида 
Ан Вата О итд. 
али бо итд. > 
где м нм целые я положетельные числа. 
Бели э® больше илн равно ®, то производим деление и получаем неко- 
торое частиое и остаток. Частное сразу интегрируется и нам остается веть 
дело с остатком — дробью вида (1), в которой 2и меньше я. Далее, можно всегда, 


найти множитель знамерателя и разложить дробь на простейшие дроби. 
Положим, что каждому множателю знаменатеня вида х—а соответетвует 


Найти а. Как пример, возьмем 


а 


частная дробь 


. Каждому множителю вида 2 --ох-- В, положим, соотвег- 


х—а. 
: Ах-- В 
ствует частная дробь виа —— '"———; если же есть ж равных множителей 
ох В ы 
вида х— а, 50, ПОЛОЖИ, что им будут соответствовать частные дроби 
А 2 
—_- < ыы 
(х—«)* &—« 1 
Так, предложим, что мы имем дело с дробью, которую обэначим 0. и 
что Р (=) распадается на множителей #— а, х— В, 2? аж-Р В, (&—7)"; мы 


Ё(@) А В С-р Е а 
Ра) НВ И | @&—7 РНЕ о о (2) 


пишем: 


Далее умножаем на ХР (2) все равенство и мы можем определить А, В, 
0, 2, Е, Е, @, ит. д. ни следуя определенным правилам, или пользуясь са» 
мыми простыми соображениями. Заметим, что так как мы имесм тождество, т. е. 
уравнение, которое справедниво прн всех значении 2, 90 оно бу.ет справед- 
ливо, и в том случае, если мы положимя-=а, или х=8, или я==7, нли 
2 ах--6=0, Подставляя все эти величины вравенство, мы получим = 
С, Ен Р. Чтобы найти @, мы можем продифференцироваль наше зожлество в 
орда положить’ == и т. д. Вы убелвтесь, что хам будет труднее поиять вто 
списание, чем действительно выполиить самый процесс. ЕКогла же данная 
дробь разложена на простейшие, интегрировать ее легко. 
Сс. 


ея 


" р В 
— ее е— щи Ра о у 


аа о о И сны = о а а нЕ: | 


Отсюда =° —= А-В Ю-В (#— 1) аи. (&#— 1)". 
Пуеть =* р. 1=0, тогда легко найти, что =—0. Положим 
= н имем А==1/». Чтобы найти В, принимаем д -==0, и находим В ==\/.. 


Отсюда мы имеем для интегрированя В и ПИ Е 
ь Зе" Эт 


и ответ будет такой 
| 


Ч тов (=* 1). 


Когда есть г равных множнтелей второго измерения, мы берем частные 
о о бе 


Ся 1 
ба-раа р Г ва ^ ^^^ 
Не трудно повять, как в этом случае определить все постоянные. 
В нашой практической деятельности редко, конечио, приходится иметь 
дело со сложными случаями. 


дроби вида 


р еж я—1 м-р —1 
92. Взять интеграл а — 62 или > @т8) р 
И м 
Примем эту дробь равной = НЕ 


Таким образом 2-х —1= М (#--3) @— 2) | № #—3)--Р (@&-[ 3). 
Тав как это равенство справедливо при любом значении 2, 10 положим 
«—9 п иаходим Р, примем х=0 п находим ЛИ, примем 2 ==- 3, и находим №. 
Итак мы иайлем, что данвая дробь распадается на 
Е 1 Е 11 
и зав 5 —9?’ 


> нитеграл ее равен 
1}; 102 2 Юе (2-3) 1 Ю5 &— 2). 


о ее Ц а т 
Л —- 25) 


= 152 -— 6 6 @— 1-41 06 @—2) 


32 1 343 1 
3 


_- == Бе Ко #— 


д. 6% а 
в. [кратер = "Вагве- ов 4) — в 9) 
927 -|- 9%#— 128 т, 
_- 8—5 --8=--9 сы. ыы 
и мы находим 4 == —8. В, а 17; так что интегран равен 


— 80 @-Еи-; Рено. 


— 197 — 


х.@ 


97. Е 
а: 
98. ? аи ее 1/ загс = — в ав - 
со. [27-789 зы 0в ("1 — Чью (2). 


В — 25 


Ра у: 
100. [== агсёх > | Е =. 
х.@х 1-22 


1 
101. Ро РИ [2 агс ^. 
а. 
102. |= = = 10в (х 4 3)-1 Ч, Е (#— 1). 


д3.ах 33 
108. [раь ра се 
104. |= —— и юв (и —2) в юв (а. 


> (х ие 
105. [уе 


д -| 32108 (4) —4 ЮВ (х-- 2). 


=. 108 (=—3)-2 5/5 108 (#-Е 2). 


й х--2 
106. ЕЕ = 
(2х — 5) ах = 
т вБеЗНУ- ще Ру+" Е З- 
ах 2-1 
108 еее УзиЧЕТУЛ . 


х--1 [= Е 
ь 2= о . 
109 = Е: 16. == сы ва 
51. [Ее ь ра 2-1). 
Ат т. РЕ атс (х-- 2). 112 Е = атс (2—1) 
220. Махнта и пита. Если мы начертим какую-либо кривую, имею- 
ую зпазиили в пишииит, & также начертим кривую, показывающую зна- 


а: ау 
ченле т в первой кривой, то мы заметим, что: — где У тахипит, а: —=Он 


ау ау @23 - 
и отрицательно, а где 9 ити, а, 0 и д 
ством мы пользуемся в случае; если нет другого а шегкото способа, дая ре- 
шения различных практических примеров. 

Заметим, что то, что мы здесь вазываем пахпинигом у обознамает, что 
у постепение возрастает до этой величины, & потом уменьшается; у может 
мметь несколько тахипит’ов я пишупит’ов, когда кривая имеет золнистый 


положительно. Этим свой- 


— 105 — 


ау у 
характер. Заметим, что 3. может быть Он а = 0, так что в даниом случае 


а. 


нег ин тахиоин?а, ни пипивип?а, оменно, когда у перестает возрастать и 
затем снова начпиает возрастать. (См. М. фиг. 6). 


я лей Е 1 1 
1. Найти тахпинт и пириии т - Ответ: Че и — 1. 
ь 1 
2. Найта наибольшее значение о. ‚ ВВ 
р (2 -- <) @-- 2) "(е- 5” 
а 
3. Доказаль. что а зес 6-Е Б созес 6 инт, когда в —Й2>. 
в 
1-Е 3х Е 
4. пе ^ шахнпиш? Ответ: при х == /. 
Уз 5= 
5. Когда х” (а —*)" делается шахитити ила шили? 
эпа 2 
Ответ: при х= —Щ —. Шахшили. 
т» ь 
6. Дан угол С в треугольнике; доказаль, что $12 А- зп В становится 
зпамиит, & с05 Д-Р с05? В шипы, когда А == В. | 
7. у=азшх-- 6 с0$ х. Каков тахитиш н пойти 97 Ответ: таз- 
пиши = У --®; пипилит: у == — у ®- =. 
в. Найти тахипии зиачейия. ое 0-Е сою 6. Ответ: С У аб. 
а хе | Эж-|- 11 


Найти тахшими в пота чо- 
да | 4х-|- 10 


Ответ: тахитит 2 н путали 64. 


Студенты должны вычертить функцию в виде кривой иа клетчалтео. 


10. Найти шахипит и пмайтит 


ти 


же — 1 
т х—1 
—лх--6 


Найти значения х, которые делают % == 0 — тахпинии?’ом и 
= 


. Ответ: тахитинт 1. 


ппипиотом. Ответ: х==4 делает таииии; х == 18 делает шимиаит. 


12. 


18. 


14. 


15. 


16. 


17. 5” 5” (а — х) тахипиш тотда, котла ®Ча— 2) = Е. 


р 1 2 
Какое значение с сделает о тахипии, если # = _ 102 03 Опшвет: с==е. 


# = | 
Если р вн 5 В, то ё=/ ав делает р тахипин?ом. 


58 0 
= — 


к . 
_. 0—— делает я шахитпит. 
1 -с03 60° В : 


Ня 2 
Какое значение с сделает % пипитиит, есяя © == 65° 
Ответ: е = р 
Когда 4х? — 1522 -| 12х — 1 зпахипит или ини? 
Ответ: при х==1, такипит, при х==2 пипитии. 


та 
тра ®_ 


40 — 


ИВ: $ —= 1—3 шахнииш; 8= — 3 пыли. 


8 
У" 
19. Лан вертикальный утол треугольника и ето плошаль, найти условия, 
при которых его оспованне будет тратит. 
20. Для динамомашины мы имеем уравнение 
аб 
ПЕ 
тде в есть число преперциональное угловой скороети арматуры, при этом @ и 
$ зависят от формы,” ст числа оборотов п п. д. Е есть электродвижущая сила 
арматуры в вольтах, в С--сила тока в амперах. Есни г есть внутреннее 
сопротивление дииамо в омах, & В внешнее сопротивлелие, то 


Е 
= в. 
С [Е (2} 
и работа машины будет 
: > РС. Ч рьь а ЧЕ А 
При какой величине Л, Р будет шахипит? 
нз (2) н (1) мы полуним еб. е З ==: 
1-2 5С ЕЕ 
п & Я 
Так что 1--5С=—, С (= НЙ 
ЕЮ ЕР 
‚ое и, если —— == 0, 
В 7-Е В Ч 


ко (; ы =" -1) (- —@ _)=0. 
ЕВ “ЕВ («А 
т 1—0, так как оно дает С ==0, мы полу- 


Отбрасывая решение 
"+ 


чим — —1 Пи п отсюда, если даны @ и 7х, можно определить А. 
г А А» . 

Возьмите а=—=1.2, 3==0.08, “==0.05 и поясиате эту задачу помощью кривых 
21. Некто находится в море в пукте, отстоя- 

шем на расстоянии 4 мнль от ближайшей точки А 

на прямом берегу, и он желает попасть в пункт, 

находящийся на берегу же на 10 миль от ближай- 

тей точки, считая по направлеиню берега. Он мо- 

жет и плыть на веслах и йдтя пешком. Найти, в 

какой точке он должен высадиться на берег, чтобы 

поласть в желаемй пувкт © изименьшей затратой 

времени, есди он на веслах проплывет 8 мии в Черт. 100. 

час, а пешком может пройти 4 мили в час. Пред- 

ноложим, что ои может с одинаковым удобством оставить свою лодку из берегу 

в любоы пункте. 


‘ 


[5 о в 


— 110 — 


АС-—а, СВ=10. Пусть ов причалит в С, причен СДР обозначим че- 
рез х. Тогда {ДО 16-43 и РВ=х. Отсюда полный промежуток времен 
в часах = в У 16-й -|- 1 (10—42). ы 

Эта, величина будет минимумом тогда, вого] {16-27 к Ау ИИ бое 
== 16-2 отсюда х == 4.585 мАлЬ. 

22. Для одного рода электрических лампочек накаливания опытным пу 
тем бымо найдено, что сила света в свечах с Ж ив продолжительность горения 
Тв часах в среднем равна 


61 — 10897095», 


где »— разность потенциалов в вользах. Количество уаттов на, свечу оказалось 
равным 
зр==8.7 ЧЕ 1089 -о9ь, 


Цена лампы 0.1 фунта стерлингов, лампы горят 560 часов в годт я стои- 
мость одной энектри еской лошадииой силы (или 746 уастов) за этег промежу- 
ток времени равна 2 фунта; найти для этих лами наивыгоднейшее о так, чтобы 
общая стоимость ламю и энергня была изименьшая. 


56 
В год потребуется ыы ламп, причем каждая стоит 0.1 фунта. Полное 


56 
количество их в год обойдется в Г фунтов; эта стоимость стоответствует силе 
56 
света, в с свечей, так что иа одну свечу стоимость будет; 1 фунт в год соот- 


146 о 
ветотвует количеству ->- Уаттов, так что в уаттах стоимость одной свечи в 


год будет р 
ыы х Ре ато. 
[72 2 ь. ь 
Если сюда прибавить го узлтов, то получим общую сонмость в уалт: 
Де и в суть функция +. Отсюда надо искать пипитит 


56 х 746 ы Торе -рооеивю -- З7 В ИЕЬ 
2 
Ответ: 3 == 101.15 вольт. 


221. Иногла функция при данвом частном значеини х прильмает неоп 
деленную форму. Так, напр., в п. 48 площадь кривой у==ия`” между орд 


-. (В-"— а), 


Ы 
натами при х-=а и х==6, была равна т т". ах, или 


в 1—*п 


97 


При #==1 площадь эта обращается в 5 (1—1) = — то есть пр 


нимает неопределенный вид. Если мы имеем подобный случай, иапр., дроб 


я 
= в которой {(а) = 0 и Е(@)=0, то поступаем следующим образом. Бе 
Е 
значение для х весьма близкое к а и находим предельное значение нашег 
выражения по мере приближения х ка. И так пусть х=а--8х. По ме 


== ИИД. 


‘уменьшения дл; очевидно, что /(х-|-5) все более приближает @: ЕР сонак 
х 


сли в этом выражении мы примем я-=а, то {(х) или {(@) исчезает, еледо- 


8 
вательне, наша дов все более прибхижается в эначению 
@-|- 55 


8 
А 


9 Ро) 
ах 

И так, применяется следующее правило: дифференцируют отдельно числи- 
тель и знаменатель ив получеввую дробь подставляют даиное значение >, 
таким образом получают истиниое значение даииого выражения. Процесс этот 
иногда приходится и повторять. 


Пример: 1. Найти значение выраження их при х==1. 
ро 


Делаем первую подстановку н получаем 0/0. Далее, следуя выщенриведен- 
1 - 


= : 
ному правилу, получим Е. и, подставияя в это выражение х==1, получаем 1 


2? — асек а 
фа о ех-|- 60? 
Сначала подставляем х==е и получаем 0/0. 
2ах—2 ас 
2—2 


2. Найта 


при &==е, 


Далее делаем подстановку в и снова получаем 0/0- 


[12 
Далее, повторяя наш процесс, получаем > 


8. Найти ее при х =1. Ответ: а. 
х—1 п 
4. Найти ——— при х==0. Ответ: Ю8 Ре 
х 


`‚ 5. Разберем пример, указанный выше. Площадь кривой равиа 
Иа 
Е (= ——")=А. Если т, В, а постоянные, то каково А пи ®=12 
1 — и 
Написав зто выражение в виде 


феи агя. 
ЕЯ 
+—ъ 


—_——д_дА 


=) (м. (1) примечвлия к м, 91. 


дифференцируем числитель и знаменатель относительно *, и. так как 
О о юьЖе-, 
[#72 


к юрЬ оса 
то получим 2 Ч, и, если мы в 3т0 выражение подставим 


®-Ъ, то иолучиы 


т Ю7Ь— Юра) мли т —_ = 


Ответ этот мы получили бы гораздо скорее, если =. Е ты чтобы при- 


менать в иашему интегралу /‘я—1. ах пиравило ГА Ее ее 


`- 


вспомнили бы, что в это частном случае {= А ео 


222. *) Об‘ленения терминов и упражиенил. 
Ассимитота. Прямая линия, которая по мере увеличения и увсе бодее 


= 
приближается в кривой. Так Е Ух *— < есть гипербола. Далее, так каб. 


прн постененном увеличенни х величниа ах остановитея все меньше, то ура-_ 


ь 
внение это приближается все более и более к у--, м, воторов и есть ура- 


внение ассимитоты, 

Отличительным призиаком ассимптоты служит то, что Фу/@х имеет иеко- 
торое предельное значение для точек бесконечно удаленных, такое же предель- 
вое конечное значение имеют величины отрезков и началом кобрдинат и 


точками пересеченяя касательной с осью х-ов, х о Ея т ис осью 0, у— =} 


@у 
Я 5 

Точка соприкосания. Точка в которой существует два ияи бохее рав 
значений бугах. 


Точка возврата (заострения). Где две ветви кривой встречаются, им: 
одну общую касательную. 


Уединенная точка. Отдельио расположенная точка, косридинаты которо 
удозлетворяюг уравнению вривой. 


Точка перерыва Точка в которой отдельная ветвь кривой обрывается. 
Спуткик циклоиды х==а (1--60$ $}, у==ат, 


+) П. 225 сдедоваль бы постезихь впереди ш 999. 


Точва перегиба. Это-—-точка, в которой У мендет зна. 


— 13 — 


Епитрохоида. 2 = (а-[- 5) с03е — 26 соз ( Нея ) ф, и==(а-- В) ше — 


— 276 а | -|- 1) $, 


тдеф есть радиус катящегося круга, а — радпус закренленного круга, и #6 —- 
расстояние положення точки по направленню раднуса от центра ватящегося 
уга. Если т ==1, то нодучастоя эпициклонда. 


Гипотрохоида. х = (&#— 6) с0з ®- ть со ( — 1) о, 


у=(9— 6) Япф— тб зп ( — 1) ©. 


Примем *==1, и мы получаем гипоцижлоиду. 
Если а==46, то получается типодиклонла, имеющая уравнение 

923 Ну —а*, 
Примем а= 26, и мы получим гипоцикоиду в виде прямой линии. 
Положим, что прн получении циклоиды (см. п. 11) точка, вычерчивающая 
Ернвую, изходитея где либо на радиусе катящегося круга, иначе говоря, на 
производящем ралнусе, тогда мы получам х==а (1—9 с0$ $), и== 


а(ф-г т эт 9). Еслн и >1 или < Ь то мы будем ьметь или растянутую, или 
сжахую циклоиду- 


Лемниската. (23-5)? = 0 (=°— 2) в полярных коорндиизтах прини- 
мает вид 7—4” с0$ 26; приниман посоэдовалельно 0=0, 6=0.1, ит. д. 
мы получим г и легко вычер им кривую. 


рхимедова спираль. 7 = 26. 
Логарнемическая или равноугольная спираль. х==ае”. 
, Лотарифическая вривая. у—а 1066 -|- с. 
°  Конхоида. ^37 — (в-1-х)? (1 — 12), ичовт также вид 
т==а--6зес 6 
Циссеида. у — 3: (2а —^) иметг также ид 
Е 7—4 & 0. чп 6. 
Кардиоида. 7==а (1 — со$ 8). 
Гиперболическая спираль гб == а, 
из. 720 == 02 
Тизесёчх. у=за (2 с030- 1). 


р 
ах 
з Имеются точки перегиба при ==0 
а --х 


1. Доказать, что в кривой у == 


в Уз, 065 х-0в явллется аюсимптотой для обеих сторон кривой; максимумы 


етствуют точкам х—=а и #=—4 вривая пересекает ось х-ов под 
лом 459. 


— 114 -- 


э. Показать, что в кривой а?у — 36%? — =* точка перегиба, при х == 


и 263 
@?` 
3. Воли ух ==40 (24 — =), то иги а есть две точки перегиба, 
> 
Ре Ва ЕЕ: еб ь 


4. Если 9? (ё—®) =, топозазать, чго уравиения ассимптот © 


ух и у=—. 
5. Кривая 5 — 3 — 3 пересекает ч'ь 2-08 ПОД прямым углом в то 
х-—=а, которан язляется точкой перегиба. 
6. Показать, что кривая ый 
‚ Показать: = з 
1 р Е (@6-|- ^^“) 


1. Доказать вновь зыводы, сделанные в0 2-м упражнении и. 99, и проделай 


помещенные там примеры- 
8. Найти подвасзлельную и поднормаль в кривой у==е . 
1 


Зах 
Ответ: подкасательная с, поцноруаль ве. 


львую н пепной линии 


имеет три тояБИ перегиба. 


9. Изйти подиоруаль и подкасате 


е 
подкасалельная == с— : 
ве —6 
13. Найти подкасательную в вризой- 
53 — Зау-|- 8 =0. 


з 49 | з2 4 
3х — зау— ах „-ЕЗУ Не 


Отсюда, г тт 


Подкасательная в точке % м д № 
и О Е 


ха ах? 
=” найти уравиение ассимитоты: в, 8 


11. По уравнению вривой = г 


Здесь имеем {* = 27° 


‘ 
| — 15 — 


2а 
Так как, по мере увеличения %, р ит. Е. становятся вое меньше и меньше 


О 


то в пределе имеем (см. п, 3) ‚ 
6 
9==*(1+“), 9—===@-- а). 


'Тавимы образом мы имеем пару ассимптот у==х-Ра у==—яр— а. 
Далее прямая линия х=—а, параллельная оси, ‘ов, есть также асимитота, 
так как, чем больще становится у, Тем ближе х приближается к значению а. 


Эа 


12. Найти васалельную в ух”, 


— ау — а 3 
г! Е 2; 9х =—=0 “= — =;—- 
39 г да ре и. р 
9— У 
Отсюда уравнение касательной в точке 2, у: есть и Е 
Е 1 


Е 
18. В каких точках кривой у—— 2 = (х-—_ 1) У=—®, те равио сэ? 


Пол каким углом вривая пересекает ось х-ов? 
й 3%. 
уе, 


Это выражение обращается, в бесконечность, при х==2, и следовательно 
У==2. Т. в. касательная в точже (2,2) пересекает ось х-ов под прямым углом. 
При у-=0, х=8 и ду/4х=2. 


14. Найти отрезок отсекаемый касатедьной на оси у-ов т. е. иайти 


3—5 


[# 
Уф для кривой у == а? 23. 
Е 2ах-Р За? 
зу = 2ах-- 3х?, следовательно, нам нужно получить у—* ев В 
35/3 — Вах? — 32 и 
И — —, & это может быть выражено в виде =>) о 


15. Длииа поднормали в точке х, у равна 2а7х3, какая зто кривая? 


а: 
Здесь у 2 —:248х3. Отеюда 1/5? == /.09х4 или у== а, — вто уравнение 


ах у ты 
параболы. Подвасательная равна у 2 ИЛИ 9 аа Е Без В 


и 
16. Показать, что длииа вормали в цепной линии равна я. 


17. Показать что 9* — 2“ -|- 2653у —=0 имеет две асосимптоты: у == —- 1/56 
и = —х— 16. 


*) (ы. упражн. 8, п. 99. 


Бо о А а а о А 20 
6 
18. Показать, что подвасательная и поднормаль к окружности у’ ==2ах—4®, 
Зах — 52 Е 2ах — 2 
СТ Ее” н а—м, а в эллипеу у’ = а (2ах-— а”), они равны 
р 


и (&@—=). 


19. Найти касательную в циссовде у8 = 


2а—х 
|] х 1 
Ответ: у == \@е— 2 [а—х)х, —@- 
20. Какая кривая нмеет постоянную подкасательную? 
= 
4х 1. га 
Й г =—а, нли Чй=а ео или == юву-Ре, или у== Се", — логарифмяе 
ческая кривая. 
21. Показать, что 23 — у -|- 42° =0 имеет ассимитоту у = &-Н а. 


32. Показать, что кривая обращена выпуклостью или вогвутость но 
отношению к оси х в зависниости от того, имеют ли у и 4/4» одинаковые 
или противоположные зиави. См. п. 60. 


223. Круг, который проходит через точку на кривой и имеет тот же уклон, 
что и кривая в даниой точке и ту же степень измепения уклона, иазынается 
кругом кривизны в даиной точке. Если центр круга имеет координаты а и 5 
ин радиус 7, то легко видеть, что уравнение его будет 


ера. не. + - 
Лифференцируя (1) и деля его на 2 и дефференцируя вновь, имеем 
а. 
а о-б р =о оО Еж 
@у ‚ [94\? 
и 9-5) =0.,, п: 2 0 
Наниенв р вместо @у/4х и 4 вместо 42у/4х?, нызом из (8) 
1 2 
у АВГ, Ре ры: "а 
$ 
подставляя это значение 9 во (2), имеем 
«—а РР... - Г о. 


Так каб в любой точке кривой р, 9, х и у известны, и мы внаем, что 
они будут теже и для точки круга кривизпы, то а, 6 в” могут быть найдены. 
Шслибы вопрос об зволютах был интересеи для инженеров, то здесь было бы 
уместно поговорить о нахождении уравнеиия, связывающего @ и $, так кав 
это уравиение и есть уравнение эволюты кривой. Сама кривая тогда должна 
называться инволютой но отношению к эволюте. Кто желает, может саместоя- 


— 17 — 
` 


тельно решить этот вопрос. Большого интереса заслуживает вопрос о нахе- 
злделии "—— радиуса кривизиы. Внося (4) и (5) в (1) находим кривизву, 


Я } 
Рай - Даль ка По 


Другой способ решения зтой задачи состопт в следующем: Кривая на 
длине 85 поворачивается на угол 80 и кривизна определяется, как предельное 
значение отношеикя. 

58 1 56 


15’ МИ с. К (7. 
4 
Далее, 0—5, положим ф, так что 8 — акс р. 
а 1 ар 
Отсюда Е 
45 -——5_ 4 ар 4 99 
ть И а ` 
у 
1_ 9х2 
в . (8)- 
Отсюда ==. ( 9 (8) 
1-- `дх/- 


Упражиение 1. Уравнение кривой есть 
23 — 150922 -|[-30000х — 30000009 =0, 


И 
Показать, что внаменатель В (8) в пределах от х 0 до х-= 100 равеи © 


достаточной точностью 1. Найти кривизну в точке х =0. 
2. Найти кривизну в пачале координат кривой у==5* -— 413 — 184%. 
Оталет: 36. 


ие 
8. Покавать, что радиус кризивны в точке х=а, у==0 эллипса а -- г ==1 
62 

равен -- 

4. Найти радиусе вривизны в параболе у==Аах, в точве х==0 
Отвар: т== 94. 

5. Найти радиус кривизны для у== бе”. 

р 262е?”* в: 
Ответ: в == 0766", р == 062", гы Сы . 
аж" 
в) 

а 


< 


ТаЕ что в точке 


Хх —0, " 


6. Найти радиус кривизны для у==азиабх. 


я (1-Р 2362 соз? Ве) у 
Ответ: у == о Вточке х=0, х==со, т.е, кривизиа 0; 
п Ве, в т 
Пе > "= а 


РР НН НОР ОИ 


о ОО О 


| -- 18 


т мы 
7. Найти радиус кривизны ценной линии уе е ' у 
Ра 
Отвея: т7== .. В вершине, при 2==0, у==6, 7=6» 


т в. Показать, что радите кривизны кривой 5? (= — 47) == их (х-— 8т), 
в одной из точек, где у==0, равен т, а в другой равен 5 т. 
9. Найти уравнелие вруга кривизны кривой у ==АиА — х* в точке 
х=0, у=0. 
(е-рбу 
Зак 


3) 
11. Показать, что в зялилее радиус кривизны равен (а? — 624?) 2:ф, кдо 
12 
Е, причем е есть эксцентриситот. 


10. Радиус крививны кривой Зару==л3 равен “== 


12. Найти радиус кривизны кривой ху==а. Ответ ар: 2а. 
2 2 
13. Найти радиус кривизны гиперболы = 1. 
Ъ2 
Ответ: (2 — гу: оф, где @==1-- Е 


14. В ценной линия радиус кривизны равен и противоположен длиие 
нормали. 


15. Найтн радиус кривой, уравнение которой 9 Г =у У. 


224. Пусть Иау, в) ==0 . - - ом №... 


будет уравнение семейства кривых, причем а остается постоянной рля каждой 
кривой, по является переменным параметром для всето семейства, так каб 
давая то или другое значение для 4, можно получить различные кривые одного 


семейства. 
Иа =0. -..-- в. ® 


всть ближайший члеи семейства, если предположить, что ба безконечно убывает 
Дахее, (2) может быть написанно в виде (см. (1) п. эт) 


У > 


п точка пересечения (2)*) с (1) может быть ролучена совместным решением 
относительно х и узтах уравиений. Иначе говоря, если мы псключим @ из (1) 


при помощи уравнения РР Розу, а) ==0 ‚,.- - +. -. : . (4), 


то мы получим соотношение, которое должно быть справедливо для значений х 
и у т049к пересечения постедовалезьных кривых, получаемых от иепрерывного 
изменения величины а. Это уравиение вазывается уравнением обертки ряда 
кривых (1) и легко доказать, что она имеет общие точки © каждой кривой ив 
всего семейства вривых- 

ВЕ 


=) Или (3). 


Е РН И 


— 119 — 


Пример. Принимая разлячиые зиачения для а в уравиеини 


се узтирийь, И 


эт 
ЕН 


иы получаем семейство прязых линий; найти уравнении его обертки. Здесь 
59,9) =0 представляется в виде 


У 
00% в вас 

Дифференцируя относительно а, инеем -|- я—* =0. а. . (4) * Г 
$ 
1 а? 98 | 

— =-—, ИЛИ 2 =—. 
х т х . 
Н 


Подставляя это выражение в (1) *, имеем 


т у 


и у—2/ их 0, шли у == их, 


— парабола. 
Пример. Положиу, что в упражиевин 8 п. 24 все летательные спаряды 


выпускаются с одной и той же скоростью У, но под различиымн углами в 
торизонту, тогда кривые пути, описываемые ими, образуют семейство кривых 


Узша , т 2? 
У — Роза 27 2082 а` Р 


илн у— ха тд (аз -- 1) ==0, . 


гле а — переменный параметр поставлеи вмосто 12а, & ® = =. 


55| 


Дефференцируя относительно а, имеем 
1 
— х-Е 2 == 0 или а=-- „г; следовательно, 


4 
. № же 1 ) —0-- есть уравнение обертьтвающей кри- 


Это— уравиение паработ/ вершниа котсрой находится на расстоя в | 


у 
-— иди -=_ над точкой выпуска снарядов. 
ИТ, 5 д у ра 
| 225*). Полярные коордмзаты. Если, вуеето того, утобы определять подо- 
_ жсиие точки ее координатами х и мы опрелелим его раестозитнем ОР, назы- 4 
ваехым х — радиусом веки'ром и углом ООР (черт. 101), называемым 0, так 
что, вместо прежняго х мы булем иметь 7 с0$ би кместо у— хи 8, то 


*) П. 235 следовало бы поставить впереди п- 282. 


уравнения некоторых кривых, например спиралей, примут более простой вид. 
Если координаты Р’ суть -|- б7и 6 -|- 56, тогда в пределе РЭР’ можно рас- 
сматризать, как прямоугольнен треугольник, в котором Ре ==». 56, БР” == дм, 


РР’ иви 88 = 7? (60)? -- (8%), так что 
45 ат \2 
Сы 2 
4 р р () с 


Далее, злементариая площадь РОР” в пре- 
доле равна, ‘1.72.56, а площаль, заключенная между 
радиусом вектором © углом 0, и радиусом с углом 

я 


02 ` 
6., равна 1/5 ул 72. а, таким образом, если х мо- 
6 


Е 
жет быть выражено через 6, то легко иайти 


Черт. 101. площадь сектора. Далее, угол ф "между ка- 
сатезьной в точке Р и х очевидио такой, что 


Р8 


а9 
19а — 275 1 "т, — 9. Такой метод изучения кривых интересеи для тех 
ито занимается астрономией. 

Пусть г==аб8 (равноугольная спираль). 


м фаё8 105 а, а потому х $ В 

@— 5“, УТ ди а ФЮва? 

так что © постоянев, т. е. кривая везде составляет один и тот же угол с 
раднусом вектором. 

Пусть ^-=7с030, так что х есть всегда проекция радиуса вектора на 
некоторую ливию; следозательно, х== а 056. Далее, вообразим, ито радиус 
воктор вращается с равиомерпов угловой скоростью —— 4 радианов в секунду, 
иачииая с угла 6 —=0, когда #==0, так что 0 = — 0% а потому х = «9 с03 0%. 

Итак мы видим, ято простое гармоинческое движение есть проекция 
равномериого углового движения в круге. а ослабленное простое гармоннче- 
ское движение есть проекция равномерного углового движения по равноуголь- 
иой спирали (см. примечанве в п. 112). 

Упраж. 1. Найти площадь кривой х==а (1 -№ 036). Начертим кривую и 


ИЛИ 7: 


заметим, что полная площадь равна р. 12.8, или 3/-ат®. 
о 
Упраж. 9. Найти нлощадь и == а (со 20-|- 311 25). Отвени ка?. 
Упраж. 8. Найти площадь, ззключенную между конховдой н двумя радиу- 
сами векторами. Ответ: 


ве, — 8) 24610 [в ( И 6) Е С В, )} 


226. Упражнение. 1 Найти площадь поверхностн вращения ‘цепиой линий 
вокруг оси з/’0в (и. 38). 
2. Доказать, что уравиение циклоихы, с вершииою в начале координат 
имеет вид 
х —а (0 -|- 5116), у==а (1 — с0$8}, 
если (черт. 102) РВ ==, РА=У, 000 —8. 


Показать, что, когда циклоида вращается около оси у’ов, она образует 
, , 
об’ем таз (3/2=? — #3), а когда она вращается около ося а7ов, то образует 
, : В 
об’ем =?48. ели она вращается около ЕЁ, то образует об’ем 5я2а8. 


Черт. 102. 


3. Найти длину кривой 9412 == 423. 


Ответ: $ = у а. Ах= за || й += | я 

4. Найти длину кривой у? = 24% —1?. Ответ; $ == а агсуегз чт 5. 
5. Найти длину цижлоиды (см. п. 47) 

Ответ: 5==8а (1 — с03 2 9) = 8а — 4/4 — ау, 


6. Найти длину израболы у = /49х считая от вершивы, 


— т уа--х 
Ответ: $ == Уах-Е 22 -|- 2105 уу. 
а 
7. Показать, что нолная площзль спутника цнклоилы есть дважды взятая 
площаль обравующего круга. 


[а 
8. Найти площадь кривой г=. 5 между радиусами Г; и г», пользуясь 
формулой А = | ы 112. 6. Отоет (га? — п). 
1 


9. Показать, что в логарифмической кривой х == де“ 


х 
$5=5 ие о. 0. 


40. Показать, что в кривой г-==а (1 -- с0з 6), пользуясь уравнением 


= [в +в). 
ь 8 
получим 5$ =4а т Ре 
0 


11. Показать, что верввой г == бе С 


5=гуИт-е--с. 


} — 122 — 
12. Показать, что в цаклояде 
ау _ рев 
8 — 2а’ 
и, следовательно, $5 == 4у @#—1 Ёрау — 29. 


13. Показать, что в кривой 2^*-- у = а”, 
$5 = 340% м. 


сн Ч 
14. Элдине И 1 вращается около офи #. Доказать, что изощадь 


2таб Ура -- = 


5 
О ее 
где 2—1 СЕ 


образовавшейся поверхности рава 
агс 5} : 
з 


ды у 


а у 
15. Показать, что полная площадь кривой = 1 равна 3/2 хаб. 


а-|-х 


а—х` 


16. Найти площадь петли Ерявой у == "У 


Ответ: 24? (1 —. ь 
4. 


17. Найтя полную площадь кривой у == НИ а? — х2. Ответ: та?. 
18. Найти площадь нетни кривой /* = 48 с05 20. Отеет: \/за?. 

д? 7 
19. Найти площадь эпленеа Е — . Т. в. найти четыре раза взя- 


5 
тую величину интеграла [ Е а — 2. ах. 
о 


20. Найтл площадь цсклоиды в функции от угла ф (п. 11). 


ах 
ру. д 


Ответ: 2 рф -2 яп Ф-- Ча эт 2$); и если пределы ф суть Он 
2, то мы получим полную плошадь равную 3 разы ввятой площади ката- 
щегося круга. 


221. Тело веса И” под влиянием силы тяжести двигается в среде, в 
которой сопротивление равно == оу“. гие © скорость, а @ и и— постоянвые. 
Иа 
Тогда бт == И". 
2% 
Какова будет скорость, когяа ускорение становится равным нудю? Пусть 


— 


1; есть эта предельная скорветь. ав" == И’, или а== ИФ, `.- 


ей ть 1 ь 
@ —_ а" у Е я ° 
И 9 
т 4 
так что В ат 
Г о" 
: 6 м --? 
Далее, пусть и ==2, Ё —- 10° а 
+_ 
отсюда = Бур: =ар- 


о _ :. 
Если через х обозначим высоту падения, то а: созвуре". 
С. 1 


278. Наш старый пример п. 24. 

Точка движется так, что не имеет горвзонтального ускорения, & её уско- 
рение © сверху вниз постоянно. Пусть у будет изменяться снизу вверх, & Х Ко 
торизоятальному напраправлению, тогда 

ах у ах 
=‘ ав —` #8 
ду _4 *% ау 4 р ПАР __ а у 


пота а С 


©, 


И а ду __ — 
в" д № 
я 
ка вана к 


уравнение параболы. Сравнить с и. 24. 


Нели мы примеи у=0, то н ё==0. Далее, мы видим, что @ есть тан- 
тенс угла, который траектория составляет с горизонталью при * — 0, а сесть 
постоянная горизонтальная скорость. Если метательный снаряд имест началь- 
ную скорость И нод углом к горизонту а, тогда с == Исоза, и № а«==а, так 
что (1) принимает вид 

1 тЫ 
у риа 
2 Рота + 

229. Упражнения, касающиеся ряда Фурье. 

Пернолическая функция х иуеет значение Е) = тх, между предолами 
х—0илх-=е, тде @ означает период; затем сразу обращается в © н далее, 
в точении следующего периода, таким же образом возрастает до величииы не. 


Отсюда (см. п. 133), 9 = 38 
е 


тх = аа, эт ах -1-6, созах - ит. д. -|-@, и зах -Ы 6, с03 зах -|- ит. 
@в0==Н 26, 


у а « р с 
а. И чих. виз 30%. Чл, ©, =— Ь тх. с05.30х.@х 
бо ^ = 5 


Ответ: 

эх — Це — Е (рол - 12 эт 2 0х -- Чз эт 3 0х -|- Ча 314 4х-[- ит, д. 
т 

2. Разложить х в ряд синусов и в ряд кисунов. 

Ответ: х-=2 (эт х— М ма 2х -- Чз эт 8х — ит. д.) в пределе 

между — хит; 


4 . 2 
такны же образом х == ^ (эт х— 1 эт 8х-- = 9 5х и т. д.) в предела 
п 


между 0 и 5 далее 


я 1 Г 
х=^—- (08 х-- № с03 8% - 5 ©0$ 5х- и т. Д.) 


3% с 


3. Доказать, чо ==зт х-[ 1/8 зщ 3х -Н Из эт 55 - ит. д. 


4. Показать, что 


215 —е—® — 2 Е 2 | 


= 


Я 2 т 2х т 8 51 81 а 
1-2 82 -|- а? в 
5. Пропитегрировать каждое из вышеприведенных выражений. 


230. Положим, что радиус инерции шара относительис диаметра будет 
а раднус =а; доказать, что А == 2/5 а^. 
Так как здесь х2--у/?==а?, то момент инерции парового слоя раднуса. 
н толщины 6х относительно центра равен 
В 
— у. 5х. 
8 


Момент инерции шара равен 


Г хин. ах Х ф = ть пт“. Чх == т 8/15 таб, 
о о 


= масса его равна из пов. р 


2. В нараболонле, имеющем высоту № и радиус основания а, относительн 
оси Е? —= Иза?. 

Относительно диаметра основання 1 ==1(в (а? -|- #2). 

8. В треугольнике высоты Ё относительно линии, проходящей через вер- 
шину и параллельной основанию, &* = 1/29. 

Относительно линии, проходящей через центр треугольника и парадлель: 
ной основанию, & = 1/1зй2, 


мы 115 


231. Теорема Тейлора. Если функции от х-|-й дифференцировать отно- 
ентельно х, предполатая № ностоянным, то мы получны тот же ответ, каки в 
том случае, если будем дифференгяровать отросительно &, пречио“агая х но- 
стоянним. 


Это очевидно. Назовем ее фучкцией / (и), где и==х-. "отла. = = 


ан ан 
==— О О — = {{), так как —-==1. Тот же ответ получим, взяв — Г (и 
= о ея “к 9, = у Е ие }, 
Фо а [2 
так как 4) = — (и), так как — =1. 
ли и М ), 5 


Положим, что :. ое может быть представлена в виде ряда восходящих 
степеней #. 
Пе-Н® = Х-- ХА Хх - ХЗ ит.д. (1), тде Хз. Х,, Хз ит. д. 


не содержат А. 


ве. @), 


О) Чо +" ах, о 2. н.д. (8), 


ах ах 
Тав как (2) и (8) тождествинно равны, то 


{ ах га УР ЗА 
х, и х. 1 И а А. се ^ "а о. 
ах р ах 1.2 4 зщ 5 фо 


Далее, если № ==0 в (1), мы находим, что Хо == (х). Еста мы обозначим 


2 


ы (х) посредством р” (<), тогда теорема и представляется в виде 


тое-ни = -Е----И оз еж Р-Р итд... - - @). 
Если мы дважды продифференцируем /(х) и в результат вставим. вместо х зна- 
чение 0, то полученную пронззодную мы можем обозиачить {” (0). Еслн мы 
подставих вместо х значение 0 в выражении (+), те получим 


ГИ -НЫ ФН РЕ Фа тк.:..- - 6) 


Заметим, что нам дальше ие приходится иметь дело с величиной которую мы 
называем ^. Мы можем, еслн пожелаем, взять вместо й какую нибудь другую 
букву, напр. х и тогда (5) примег вид 


мы О м "и Аи» (3 


этим и выражается теорема = 

Данное здесь доказательство теоремы Тейлора неполчое, так как мы похь- 
зовались бесконечными рядами, ве доказывая их сходимости. Более точные 
доказательства можно нашти в систематических сочилениях. 


Заметим, что, если х есть время и $ =/ (4) обозначает расстояние теж 


от некоторой неподвижной плоскости в прострапстве, тогда, если в настоящий 
Е . 


435 
момент, который мы назовем &, мы енее 1 , скорость, ускорение, — итд. №. 
ав - 


если мы обсолютно точно знаем все обстоятельства движения в наетояшй 
момент, то мы можем предсказать, тде тело будет в некоторый будущей моме 
а также можем сказать, где оно было в искоторый. уже прошедший мо: 
Это--очень распространенная теорома и ею иожно пользоваться в очень мног 
случаях. 

232. Упражнения на теорему Тейлора. 1. Представить (х-Р В)’ в в 
ряда со степенями Й. 

Здесь Га) ==”; Г’ (жд =в-Ь |’ = (и— Па, ит.д, а ПО 


ев)" = Е” - "ев -9 Вал" -|- ит. д. 


Это есть теорема бинома, а частным случаем теоремы 'Тейлор% 
2. Представить 10% (х--№) в виде ряда ое 10 


Здесь Ро) = ю8 (<); Ё' (<) = 
в - т бя +: 917, 
и потому 10° (и-Р №) = №5 х =». = 
Если мы положны х==1, то мы получии полезную формулу 
102 (1 Ню =о-+#— Е .. ит. д. 


3. Показать, что 
з 


2 [7 
зш («В = зщ х-Р В 603 #5 эшх — ы Е с05х-- ит. д. 


4. Показать, что 


:я 2 13 
с0$ (х--й) =с08 х—й 5 х— 


та 003 “таз эт хит. д. 


5. Какой вид примут выражения в 3 п 4 примерах. всли я == 0? 


233. Упражнения на теорему Маклорена. 1. Представить тхвв 
ряда степеной х. 
7) = эт», 
Х (= с08х, 
Г’) =— их, 
Р”(®) =— ©0342, 
Г” @) = пл. 
ит. д. 
-8 5 
Отсюда эш х=я— ы а+=-— 


ам 


2. Подобным же образом 
28 


Е 
©08 т итд 


Вычислить из вышеприводенных рядов зиачения сннуса н косннуса угла, 
положим, 0. 2 радианов и сравнить с теми величинами, который даны в таб- 
лицах. 


3. Разложить в ряд агс№х. Здесь можно ирнменить другой способ. 
т 
Производная агсох ть а эта волечина, по выполненнн де- 


ления, равна 1-2? -|-х* — 28-23 —ит. д. 

Интрируя это выражение ночнено, мы иаходны агсех == х — М -- 
ЗЕ 15—19 — итд 

Мы пе прибавляем постояниого, так как, когда, 2 ==0, ‘агсох ==0. 


| 4. Разложить в ряде № (1 — м) непосредственно на основании теоремы 
Маклорена. 


5. Показать, что а 
= 2 
а =1-х 102 а-- 5 ое НН (05 х)-- (02 а)*-- и т. д. 


О, В 
6. Показать, что 2. -тЕ-Е т. д. 


. 234. Разложнть в ряд ео. сравнить с разложениями 31 @ и ©0368 и по: 
казать, что. 
е® — с05 6-2 эт 6 
г ® = с03 0—7 чп 6, 
2050 ==. (6--е—®), 


р т й 
т = 5: (2 —в-®). 


Очдендно, что (с05$ @-=:0 зщ 0)*-=60$ 20-52 $1290, — это выражает 
теорему Демоавра. 

При решении кубических уравнений, когда. нмеются 3 действительных 
корня, приходится пользоваться теоремой Демоавра для извлечения корней из 
мнишых количеств. Извлечем корень 9’—той степени из а-|-- 8, где а и 9 суть 
численные величины. Сначала пишем. 


а-Е == (с0$ 0-е зи 0). 
"Тогда, г с08 б==а, т 0 == в, г У 8-4 в=т. 


Таким образом получим значение хи 6. 
Далее, корни 9’—той степени будут 


з Ц о п 
60$ - ош — 6), 
5 ( 9 [1 ) 


—. 
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т 
1 п 
ра оз а" 9-? Ш аее--9} 
— 1 т 
ь ры [ов (4=--0--: 5 о @=--0. 
Легко видеть, что здесь будет только а корней 9 — той степонн. 
Упражненне. Найтн три кубических корня из 8. 
Вместо 8 напишем: 8 (с0$ 0-|-2 $110), 8(с0$ 2=-[-2 эм 2п), 8 (с03 4т 
Е эш 4=) н далее постуним, как сказано выше, 
} 
235.е разлагается в следующий ряд. 


28 _ Пе 1 те 
е ео ы- В |- Е -ит. д 


а 
Далее; положим, 0 означает действие тр? Татда  погно видеть, что 
9 


и а Ме Г <); нначе товоря е" в: (=) спыволически изображает тео- 
рему Тейлора. 

266. Уравнение, которое связывае? х, у и производные называется диф- 
;ференциальным уравнением. Мы уже решали пекоторые из этих уравнений. 
Порядок уравнения опрелелястся янаком наибольщей степени производной. Диф- 
ференцнальное уравнение называется линейным, ьогда оно нервой степенн от- 
носительно у (завпсимой переменной) н всох производных, рассматриваехых, 
как ноизвестные количества Легко убедиться, что если получены некоторые 
чаетные решения линейного уравнения, то их сумиа будот также удовлетворять 
уравнеиню. 

Положим, что дано уравнение, связывающее х и у, содержащее постоян- 
ные. Дифференцируя его один раз или более, мы можем получить достаточное 
количество уравнений, чтобы зожно было из них исключить постоянные. Та- 
ким путем мы получаех дифференциальвое уравнение. Первоначальное уравненне, 
от которого оно произошло, содержит 2 произвольных постояиных, если ура- 
звнение это й-го порядка. 

Упражнение. Исключить а и 6 из 


В 281+ 
ау у ” ау у 
ах _ Зя-|- 6; а” 2 ВЕ а 


Отсюда (1) принимает вид 
—2 12. 
42 Фу | = Си 


СТ м 
@2у 
Ни аа 251 РЕ: .. .- @). 


Если мы решим (2), мы пайдем, что у=- 4л2-| Ву, ге Ан В суть 
произвольные. 
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237. Решение дифференциальных Уравнеиий мы начнем с Уразиений пер- 

вого порядка и первой степени, 
в: 
Е моя категории относятся все уравнения типа ДИ. р = о, где м 


м № суть Функцин ли у. Мы обыкнтвенно пишем это уравнение в виде 
М. -- М. ду 0. 


Ирвнзеры. 
О-о) 6-9 4-- ду пик ар) Но, Чу —0. 
г 


Интетрируя, мы получаем в общех виде решение 
ар 6-у)— в 
те С промзвольное иостояиное. 


Следуек заметить. что в нодобных этому случаях, когда мн можем отделять 
иеременные, задача, решается легко. 


лв, еслы { 2 Е. @--ф (). в (9). 4у==0, то имеем 
Го. а Фа 
ке Е) 
р О 
И 310 уравнение может быть интегрирована, сразу. 
3. (1-|-х) у. ах-- (1—9) х. @у—0, 


1 Е ео 
или (у) (1 ч=о 
Отсюла 05 хи юе 0. 
ГЕН 105 зу С-Ру—х. 
8. и 
И х? 


Интегрируя, имеем агсы ж-|- атс эт бр 
Это может быть представлено в другом внде, Беря синусы обеих частей 
зравнения, имесы 


и ИтШш УИ 1—2 = С 
4 к: я прииимает вид (у-Г у?) ду == (&-|- х*) Чх. 
у ау 
О ТА == 42? -|- постояннов. 
5. Ма) Оз й 2 17) — ое 
. — и. тест: (1-х?) (1 У) ==ех”. 
А а--®) а-и) 

6. зпх. с03у. 4 — созх. пу. Чу=0. Отвен: С05 9 =6с03х. 
ух 
т 

э 


г 
1. -- ху) Чх = @* — 927) ду-0. Ома: Юс у =® Е 


ВО 


—0, Ответ: Ут; Не-НИ П 1-92 — =—С. 


238. Иногда помощью а мы находим подходящую подстановку. Та 
решим уравнение 


ву. т—х 
@ 2 


р. 


= Е 
мы пробуем у=Иль, тогла находим ре 9—0, которое приводител в 


Е +*= 


Решить (и — 4) УТ-!- 12 жа. 
239. Еслн ЛГ и № суть однеродные функции х и у одинаковой стер 
то принимаем у = ух, и уравненне приведется к форме н. 281. 
Пример 1. уах | (2Ухи — 2) 9/—0. Примем уе: =, бу=ь. хх. 
тк. 4х -|- (2х У — <) (о.ах-т. 4) =0. 
(2х5) фк ИЕ и р — 4") №0, 
24х 


ВН 


ое 0 


вые -- 21 = О. 
15 хь Ро № = С, 


в-НИ а 


Е 
Ответ: == се =. у. Где се — произвольное постоянное, 


Е с = 
Пример 2. в "+1. 


Пусть у= 2%, и „мы получим ответе: 
А 


Бель Ее 


Пример 5 ия Е РЕ Е ; Отели: х? = 24 Аз. 
м Е 


Надо помнить, что иногда два ответа в донствительиостн тоже 
на вид кажутся различными. 
4. Решить уравнение (23-|- 349/2) ах -|- (93 -|- 3425) Чу ==. 
Ответ; =“ -|- був |. “= 0. 
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а: 
5. Решить у) р. с 
Ответ: Зжу=х {28 — св (ву №. 


у | 8 
6. Решить (. — 950$ 7) к-р со -4у=0. Ответ: х—ее “"*, 


7. (у-—з)би— у. 9х ==0. Ответ: Зу==ее” . 
8. ау —у.05 — Им .ах= 0. Ответ: 8 =? -Ё 2си. 


г. 


| 9. Е у ==25. Ответ: (х — уе? ==0. 


240. Вид уравнения такой: (ах-|- бу -| с) ву-| (их НБу-- с) 4у==0. 


Примем х=м-[-а, у==у-- В, и выбером а н В такими, чтобы нечезли 
постоянные члевы. 


Так, если (3% — 2и-- 4) а 2х —и-|- 1) ду==0; 10, так как д г 
ни 9/— 4%, то мы получим 


(Зо 3х — 20 — ЭВ 4) @е-|- (20 | 2а— 1-3 |1) @&-==0. 
Теперь выберем а и 8 такими, чтобы 
38—28 -|-4=0 и 2а— В+ 1-=0. 

Ни —&--2-=0, отсюда а=2, В==5. 

Тавны образом нужно сдедать подстановку т==ч-|- 2, у==ь-Ь в, и уран 
ненне обратится в однородное. 

Упражнение. (зу — 1%--7) Ч: - (7% — 3; 3) ау—0. 

| Ответ: (ух (ии — 1) =. 
Упражнение. 8 + а =0. 
Ответ: х? — му == Р-Р х—уне. 


торые получаются через дифферениировавие фунеций х и у причем после 
этого они не былн ни умножены, ни раздезены на какую либо фулкцию их, 
Сэ. п. 83. 


241. Точными диффоренциальными уравненнями называются такие, ко- 


Мах -|- Мди ==0 есть точное дифференциальное уравнение, если ео =— 


ак аа 
== (7) › потому что М та. х = [ (к, и), при чем первонаяале- 
ная [ (м, у) =. Легко убедиться, что 
(хз — Зау) ах (53 — 3) ду=0, 
есть точное дифференциальное уравнение. 
В этом случае х3 — З%*у = те ы 


5 
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Интегрируем, принимая у за постоянное, и прибавляя У. неизвестную 
функцию у, вместо постоянной. 
Г, У) = Ч“ — му -- У. 
Аифференцируя прн = постоянном н приравнивая №, получим 


ау 
ее = 4/3 — 43 
= о о 
Ш 
о == 4/3 | я — Уз = 
ия 93, а отсюда У а -с 
Отсюда ПД у с==0, 


тде с прочзвольная посзоянная. 


242. Любое уравнение вида 1/. 4у-- №. @у=0 может быть обращено в 
точное умножением на некоторую функцию х, называемую интегрирующим 
множителем. См. п. 83. Относительно нахождения т. ких множителей, студенты 
могут обратиться к классическим сочиненням, трактующим дифференциальные 
уравачния. 


243. Линейные уравнения первого порядка. 
Они имеют такой вид 


=. а 5 ау. . 
тде Ри © суть функции от м. 
Общее решенне их такое. Назовем С. Р. ах через Х, тогда 


уе 9-е .% 55), 
тде С произвольная постоянная. 


Незачем давать здесь другого доказательства, как то, что если ыы возь- 
зем это у, то оно удовлетвгрит пашему уравнению. Вот это докавательство 


(2) есть 10 же, что уе“ == И е^ 9х -- С к, +3 
Днфференцируя и помня, что м Р, мы дадны (3) 
талой вил: = г” | уе Р=еК 0 (1, 
Эли т --.Ру = 9 — данное уравнение. 


Чтобы получить (2) из (1), умножаем (1) на ен получим (4); иптгегри- 
руем (4) и получны (3); раздепим его на с" и получны (2). 


Мы уже раньше писали (1) в выде 


О Ру=О вши у= (0 Р)" О, 


— т 


в теперь мы можем понять значение обратной операции (8-- 2)". Действя- 
тельно, если ГР.@х назовем Х, то 
ЕР) "0 означает в” { ге“. 0. 4х]... .-. - 6). 


Так, если О—0, 6-РР) "0 = 0". Если Р равно постояниому е, и 

0—0, тогда (8 а)" 0 = С5`“", тде С есть произвольная постоянная. Мы 

уже имели это в и. 168. ; 
Еслн О также постоянное, положим 9, то 


@+ ава] [ет .ах- с|-= Ве), 


72 


тде С проязвольная постоянная. См. п. 169. 
— р 
си О-=е', то 


тм — @--6* с . —: 1 ы ы 
т [Га 19 ис] А О 
„Тегко показать, что, если а==—®, и==(О--ж)е “. 
Вели О=Ьыш(ех-Е 6), то 


{-рау ‘вет (ех-д=е“ 1 И тт (сх ---е) . @х-|- с} 


7 ь р С 
О АИ Сие а Аи 
уе и 
244. Пример. Положим, в электрической цепи в некоторый момент Г 
одектродвижущая снла И, сила тока С, сопротивление Ан самонндуеция 1. 
Мы имеем известное уравнение 


е а га 
т= вс -Ь“, 
[оо 
тих в “> 
В В 
Но | ЗЕЕ, ь 
58: [М -® 
отсюда Сы " 1 [е фт.@- постоянная 4}. * ‚+ - 0). 


Здесь может быть несколько случаев. 


1) Положим, что в момент {=0, Г внезално меняется, переходя 07 
постоянного значения 7, к постоянному Г. Таким образом в предыдущем 
ответе подставим, Г =. тогда получим 


к в 
О пит] 
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р. 
Чтобы определить 4, мы вспомним, что при #=0, С ==-\*, таким обра- 


зом А, та что И о н отсюда 
> к Е ' - 
Ее — ы ме 5 $ 9) 
Так, есян Г, == 0, то сё (1-2) : : - ©), 
увазненне, показывающее, как возрастает сила тока, когда цепь замкнута. 
Если Г ==0, то ее Е ну": з = ТЕТ 


уравнение, показывающее, как падает сила тока, когда исчезла электродвижу- 
щая сила. 


Студенты должны вычертять эти значения С в зависимости от времени. 

Можно взять для примера в (3) Г. ==100 вольт, А =1 ому, № ==0,01 
генри. 

Б (4) возмите Г, =100 вольт. Срави. п. 169. 

2). Положим в момент 0, Р внезапно становится равиой Рози 9 


; к, 
(=. м: а. С ‘зах. ани} 


В т | е г (бы -дсони) р 
ых Е а | 
| 12 9 
ва Го 
Это принимает вид С==.4е К |- Уи эт (41—=)...., (5), 
где {2е=— р. 5 


х 


в 
Постоянная в исчезающем члене Ме Г зависит от начальных о0ст0- 
ятельств; так, если С=0О при #=0, то 


т 
0=—.-— Пе, 
УЕ те 
р 14 
0=и 
УЕ?-| 14 УР 
ВлИ А == И, Ё: (Е?-|- 12). 


Студенты должны вычертить кривые для нескольких примеров, принимая 
различные начальные обстоятельства. 
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245. Пример. На тело массы 2/, движущееся со скоростью ® в жидкости, 
оказывающей сопротивление его движению {*, действует сила Ё’в момент #. 
Уравнение будет 

Ч: 


Ма-е=Е 


Заметим, что это в точности соответстует случаю в электричестве, если 
М и через Х, Г через А, Г’ через У п й Через С; и потому мы полу- 
чим аналогичные решения, в зависимости от того, будет ли Г’ постоянно, изи 
оно изменяется от некоторой постоянной величины /", до другой №, или сле- 
дует закону Во зш 9. 

Эта аналогия может быть очень полезна для изучающех электричество. 
„Шегко устроить механическую модель, иллюстрирующую возрастание или падение 
гилы тока. 

Фетения линейных дифференциальных уравнений © постоянными коэффи- 
циентами имеют столь обширное применение в инженерных расчетах, что мы 
уе раньше обратили внимание на этот предмет и дали несколько примеров 
в главе 11. Полезно было бы студенту вповь вернуься в п. 151 и прочесть его 
еще раз теперь. 


В 
246. Пример. жи = — 4 2 1, 
а а 1 
ЛИ И 
/ В ХМ — 2105 
Заметим, что о А а ПА 


Отсюда 


тде Е произвольная постояниая. 


247. Положны, что между новерхолью АВ и ЕЁ на- 
ходитея иостоанно емазывающая жидкоеть, как, например, 
между шейкой вала и подтипннкогг. Об-= самое близ- 
кое расетоянне между ними. Да расстояния х, измеряемом 
мо дуге ОА, полсжим, толщина равна #. Положим, что где- 
пибудь па нормали, представляющей толщину слоя, иахо- 
днтся изкоторая точка на расстоянии у от ваза и пусть ско- 
ость жидкости в этой точке 1. Нолн р означает давление, 
30 можно доказать, что а ыы: (1), Черт. 163. 

Я ‚› е 
если {х есть коэффициент вязкостн смазки, 4% — линейная скорость вала, а и скорость 


ый О ный 
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В некоторой точке жидкости; мы не имеем здесь возможности привести коиззательство, 
но прямо скажем, что (1) может быть приведено к виду 


Фр ‚3 ар ар ее ав _ 


-6 = а: - (2). 
Гр” бах | № ар Г) 
Пусть — = 
@2 3 а бы а 
тогда, а о ОО 
и ах В ах г 28 ах 


Это уравненне имеет форму (1) п. 243, ссли № дано в завиенмости ет ж 


3 а 
Пусть х- /Р.ак= Да- -акезювьеыь, 


* обышаь р О я. 
Отсюда о =в-{ — № т ах # о ! ‚—ф== — 7. = 2 (буий--® = На 


Решенне завнент от закона нзменения 7. На мрактнке можно иравяхь с неко- 
товым приближением, что й = 20-Е чай: в этом случае мы получим 


бин / н Га' Е 
р= с’ (а = агсёт ах а Е 
ОВ, г = и в) е 


и а Е? 1 т вы, 3С 
вос (+ вто =) (3 +.) 


Если студенты нмеют возможность потратнть некоторое время на изученне этоге 
примера, 10 они могут обратиться в статье проф. 0. Рейнольдс» в РЫЙ Травз, том 177 
тде он виервые об‘яснил инженерам теорню смазки. *) ь 

Унсленное упражнение. Пусть ОВ-=23.59, ОА = 11.09 сантиметров, р =: 2.16, % 
или ОС == 0,001135, а = 00000083, 10 =80 саит. в секунду. 

Вычнелить Си С’, привимая р —0 при В и 4. Затем вычнелизе давление для 
различных значений х и виесите его значения на клетчатку. Так как виха треииз 


на квадратный сантиметр в при = 0, то полное тренне Ё' будет 
й 
й ар ах 
—Е= г ат ри - 
и 2 ах РОЛ 


в пределах между А н В. Полная нагрузка на вал будет я р.Чх 


межцу теми же пределами, есяп АВ иокрывает небольпую часть шейки вала, н может 
быть в любом случае легко вычиелена. 

Опора прелположена бесконечно данниой по ваправлению перпендикулярвому ю 
илоскости бумаги на черт. 103. но енлы расчитываются на 1 сант. дливы. 


Ни 
248. Пример. Решить уравневие т. =|-- Зи = 26”. 
Нацисав его в вида (6? — 40 |3) у-а ое, 
получим У (6? — 40-3) 150". 
1 1 ПР 
2 = | =— 
Но (6 — 4613) (5 1. 


+) Я принял приблизительный закон для } и, благодаря этому, работа впахжетельн ооирьтилазк. 


— 137 — 


Нам незачем заботиться охносительно миожнтеля 1/„, так как очевидно, 


что общее решение будет равно сумье двух членов (0—3) ‘и 0—1) ', и 
хоторых каждое умножено ва проьзвольное постоянное. 


2" 2" 
Как бы то нибыло, и—`- ат = 
а это по (7) п. 243 равно 
(Са "(бет 
== (С, | х)е8" -|- Се, 


Чу 
249. Уравнение вида Е РУ —0у”, ге Ри 0, как вк рае, вуть 


функции только 2. 


Разденим обе части уравнения на У” н подставиы = == и” " подучиы яи- 
нейиое уравнение. 


Пример. (1—7) 2 — жи = ах. 


Подставляя 2== ‘ найлем 


1-2 


Ра 22) = ( 1 — 2) — 


#=а— д й (1-27 5—ах) ах--0}. 


Ответ: 
и = ара) "С —а-- СУГ. 
Упризюнение. 2 Ну=я 105 х. 
Ответ: В 1-—- Су юЕх 
= а р 
250. 1. Дано (м — а? = 0. 


то уравнение первого порядка и второй степени. 


у 
Решим ето относительно —. И получим два решения 


ах 
а 5 


д= `` 9#=0, так что 1 у ах -0. 


у, так что 12 и-нах— А, =0. 


= 
: 


Отсюжа нолучиы решение 
(1057 у— ах — А.) @овуи-- ах — 4.) =0. 
Легко убедиться, что каждое значение у заключает в себе только одзо 
произвольное постоянное, хотя в уравиенин нх два. 


2. Дано 1-- Е =. 


Эте есхь уравнение первого порядка третьей степени. 


Отеюна г =@-1№, пу, @ 0-0. 


@л\? ау, 
Е Се а ны 0. 
3. Дано ( т г ыы 1 0 
Это уравнение первого порядка второй степени. 


Чу (А а 
Як а) [>] о. 


9--4=-Е с) @—зх-р о) ==0. 
251. Уравнение Клеро есть уравиение первого порядка любой степени. 


Ур. .... 1 0 
тде Р есть а } (р) есть некоторая функция от Чу 
ит йх’ . .р ах 
Дифференцируем его по х, получим 
г го 0 @) 
' аР ах Че он 
Таким образом, или о ем я . . в), 
и . 
или и ЛО = - гы 2 
дозжно удовяетворить нашему уравнению. 4 
1 . а] 
Есян р =0,р== с. 
Подставляя это в (1), получим 
у==ех-Е Г (6). ---- . - (5), 


чо ин будет полным решением. 

Исключая р из уравнения (1) и (4), мы получим другое решение, не 
содержащее проязвольной постоянной. Много можео было бы сказать относя» 
тельно этого особенного решення, как его называют. Оно является результатом 
исключения с из семейства кривых (5) и потому изображает их обертну. 
См. ы. 224. 


„Пример на правнение Телеро, 
д 


у=рх-| т: 


9 
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ы ух". семейство прямых 


Мы пмеем общее решение (5) ,. 
лвний, члены которого отинчаются по значению их параметра е. 
й в 

—5 > ин т---[ рии »=*. 
па- 


(4) представится в виде х== 
эвж Нли 9/° ==А зил, — парабола, которая, вак мы 


Отеюда у=8 И 

оля в п. 294. служит обертызающей для этого семейства. 
Эта кривая удовлетворяет данному уравиенню, так как на некотором бес- 

конечно малли протяжении ее значения м, у и ау/ах те же, что и в одном из 


зленов семейства прямых. 
252. Иски дифференциальное уравненое нмеет вид 


ау 
о 
ы ах 
оно может быть решено помощью последовательного интегрирования. Мы 
уве ныели несколько подобных примеров. 
м ь 29 
== (у); умножаем на ри и иптогрируем, по- 


4х 
= [ 1. 4-Е С. 


( 4х 


253. Уравнение вида 
Извекаем квадратный корень и, отделив переменные, решаем уравнение» 


хузим 


ФУ 
а в 


Гав пусть 


Поступаем по нредыдущему: 
ие [оч-чичес-ечи + © 


ах 


(1) 


Иитегрируя, находим 
+ ЗИЛ , 
“= = [ву-- у ме а-С 


Если уравненио (1) представим в впде 
севу НУ 0, 
Зах ты 2аус У Ты С, 


0 оно получает вид с7е 


и ет 


6 
. вх 
те — бе 


или = А е“-|- Ве “*. , к. са 
решение, которое кажется непохожнм на (1), хотя, в действительностн оно та 
же самое, (2) мы можем получить сразу, ебли будем держаться иравнла. хад- 
ного для решения линейных уравиений в п. 159. 


а @ 
254. Репить а уравнение третьяго порядка мерзой степейх. 
^ & 


ФУ 99 
Пусть паз ==9. ТОгАВ т, == 94. 


Ь ля 
= Ве”, так что ==. в" С, 


Ь Е 
Еее» 6" Се-Е С", 


нли у== Аг" -|-Сх--С’, где 4, С и С’ суть произвольные моетоянные. Эхе 
уравиенне также может быть решено по правилу для линейных уравнений 


п. 159. 
4 _ ау] *з 
255. Решить ва) Й" 
ОВ АЕ о 
рев (1--2") "=, если р => 
‚. Е О 1 
и так что == 12 р -|- И” Ио. 
у С 
илК Сер = У-1. 
5 ож Чи 
Возводя в квадрат. получна р == 1/, Се — ОА: 
Интегрируя, получаем 
а и 
У—5 08" Ресе <: 


те Сие суть произвольные постоянные. 


256. Общие упражнення по дифференциальным уравкекиям. 


(ет а--У— 3. ду-=0. Ответ: агсат рас = . 
„` Чи т 1 
в: Я 
@) 051 та" 2«(а- а”) 
1 =] 
Ответ: у = УРА] 1, ю НЕ т | 


би вы аи В а соб 
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р „* 
[6)) = РНЕ 0$ х == 9 2 Ответ: у=зшя-— 1-е Се ““*. 
ие ны - 9). Ответ: (2у—2-—6) в(я-ру— 1-х ео. 


{5) ху =2ах3у?. Ответ: у = [Се -- Чьа (2х"* -1- А. 
2х й 

(5) м г и Ответ: Р? == 9ех —- с“. 

ие Е ИЯ = 

1) УгУ= 8х. Ответ: у (ех 16 х-РИ 


(Е) и г (=). Ответ: у? == Чех с 


(5; Репещиь (1 13 “= 2 =. 


Во 1) способом, ини в упражненин п. 241, во 2), как однородное 
уравнение. Ответ: д — 1? =ех. 


(10) Решать о Ее ( и. ®-) Чу =0 по способу нп. 341. 
" и у 
Ответ: м? — у" == 6°. 
(11) ры ео Ответ: уе (К 1)* Пл, х|- ПЕР С. 
(12) ен „ Ответ: у— а ат — > ы Е Е 


(13) луа-- ху) т 1. Ответ: - 9 — 9 ее 


(14) (#) в =0. Ответ: (у— а 1х —в) (уфа вх— 68 =0. ы 


х 


) би у Е у 9 
5) ал 6 КЕ т „ру — 6. 


Ответ: у == (в -- ч:х-- а, | аздЗ) е 
ах ах ; д В Ра 
= (16) = Рх =е. Ответ: х=(е, [ай и 
09 Зи" + ет 


(17) г ИИ = {х-- 1. Отвел: у == ео" ео 


ах х--1 
и Е в М 
(18) Ще (2—0). Ответ: со с 


ау Е т а 
В — Вы Е г 
(19) 1—х О: ху =аху?, Ответ: РС И ', 


— 142 — 


6% о 4 
{20) а ор Е 4у = 03 х. 


Ответ: у= Се“ -- =“ |(с. —30) 05 НК с) эт = 


(21} Переменить независнмую переменную л на { в уравнении 
4 


и, =—0; приняв х == зи, решить уравневие. 
ах 


Е ау 
(22) Сделаль то же в (2-я) © г -- = —0, приняв х=ав: и 


решить уравиение. > 


@75 ЧЕ 
257. 1. доказать, что аа е ) с . 
аз Е 93 а #й 
о СР _ - 
а ^ ав е 453 ъ(1#) (м) 
8. Доказаль, что если в то будет также 
ы @х @` & ь 


Фу _ [Чу  @х йу\./ ах | 
аа ‘а а ): ( 


а 
и найти эквивалентное выражение для == | 
бу _@у. ах ву 
4. Если х-=е', показаль, что, так как х Я; = арт ар *® 550 Равпо у, 
Фу _ а ду 
Так; я = — га 
ее 7” аа а @ ( @ | у 
2 39 № а т у ‹ 
я (а—2) (и 1) 
5. Переменить независимую переменвую х на % приняв х == в’, в урав- 
4?у 4 
нении Ре - а 72 —. и решить его. 


258. Если мы станем пробовать найти по методу п, 47 длину дуги эллииса, то 
мы встретимся © второго рода эллкптическим ингегралом, котерый обозвачаетей 
Е (х). Он может быть разложен в беековечный ряд. Его значение вычислено для вели- 
чин К их приведено в математических таблицах. 


Когда угол качания маятника ие достаточно мал, и мы хотвм опрелехить иродбя- 
житечьзость периода качавия. то мы встречаемся с эзлилтическим У о перваго 
рэда, который обизвачается Е (В, х). Можно доказать, что иплеграл какого-иебудь 
алгебраического, выражения, заключающего в себе квадратный корень из многозлена 
третьей и четвертой степеин, моет бышь представле в зависимости ог одного Бла 


большего числа из трех тЫ интегралов 
р 


Е |" = ет ха) нли № (6,0) > се — 


— 143 — 


и - 
-@=ж, или Е (1,6) — У и 1 — #520. #8: 
о 


И 


ы ах 
„А, т) = — - м =, 
и Г. а-я) /а — я) (1 — #2)” ы 
а0 


(и. > _ 
Уо И-=а 


® К, воегда положительное и меньшее единицы, иазывается модулем, п некоторое 
действительиое число иазывается параметрем. 
Перемена иида = на вид @ делаетея помощью подстановки х  зш@ Если пре 


и 
делы и Е суть 1 и 0, в случае =, или 5 и 0, в случае 8, то интегралы называются 


полными и обозначаются проего буквами Ки Е. 8 пазывается амплитудой, з/1- Езие0 


обозиачается через 46. 
Если и = (Е, =) = Е(®, 6), то при обращении с фуикциями, имеющими олне и 
то же й. мы будем пользоваться обозиачениями: ' 


9 — т м, х=51 и (иа словах, 2 есть сниус амплитуды %), 


— сп (или У 1— м? есть косинуе амплитуды %), 


= ап (или у 1—2 есть дельта амплитуды и): можио ясказать. что 


у 
пи -|- спи — 1, Фи Е А? . з0?и =, — (ат 4) == бп, ит. д. 


Также ан (—#) = —ат.&. ит. д. 
51%. сподп а -- спч.512. Ч. # 
1 — Азы. 5020 


Также в (и 2) = 


подобные же отиошения получатся и для сп (и-+5) я @п (в 9). 

Отсюда иаходязся выражения для зп (#2) -- зп (и—@), ит. д. Тавже и для 
5 и, спаа, Чи? че. 

Таким образом, имеется столь же полное собрание формул, связующих эхи аллип- 
тические функцин. как и для трнговометрических функций: оии могут быть разложены 
в ряды, по которым могут оыть вычиелейы для ипх таблицы. Лежандр издал таблицы 
интегралов первого и второго класса, и так как оии находятся в известных отиоше- 
ниях к натералам третьяго класса, то зпачения этих последпих, А также различиых 
эллиптических функций могут быть из инх вычиглены, Еелибы были составлены пол- 
выс таблацы их, то вовможио, что эти функцин почучили бы практическое гначение. 


259. Вернемся к диффереицироваиию функций от двух или большего 
числа переменных. . Е 
1. ели и = | 93-29, в 2=зшл н уе. 


в: | Я „ а. 
тогда, {5,) = 32-2, (“")} == у, ее НР = с08 2, 
ау 42 ах 4х 


2 
и отсюда — 
4% 
только от л, то мы получнм такой же ответ, какой получили бы, еслибы в иа- 
чале в % подставили вместо у и 2 их выраження через х и непостредетвенно 


дифференцировали. 


— (3у2-|- =) е’-- (22-Ну) созх. Если это выразим в зависимости 


аи 


2. Положим, м = тдез и в суть фундии х, найти ал" 


АЕ 


3. мп (#/) = тх, найти Чу . 
15 
Ве ав 
4. «= агс зш-, тде ; п у суть функции х, найти — 
у Чх 
ь у.42— =. 
5. и = гс! —, показать, что фи = ——“. 
у ег 
260. Узражнение. Поверим, действительно пн уравиение 
25 1 4 
= = | (1) 
2 ка = 


имеет такое решение: 2 = е”” эт (4 -|-1=), и, если это так, то найдем а ну 
применяясь в тому случаю, когда о =0 прн д ==с0 и о==а $104 при х=0 


Мы отбрасываем скобки в {® ) итд 


Г[: 
= == аа эт (46-1) 5 ет соз (9-х), 
6 
— == ое“* зп (а 1^) Нате” соз (1х) 
й 
-Натех соз (9-1) — е 1? зи (1-1). 
Также С — 4” соз (4-Е 1х). 


Таким образом, чтобы было удовлетворено уравнение (1) дия всех зна- 
чений Ён х, должно быть 


а? — 42 ==0 или а=- 1, и ар ат == 9, 
х 


Так ва ^ не равно 0, то < может быть равно только -|- т. 
х 


Отсюда мы получим о = 46“ 5 (а- о) -|- Ве “* зп 9:— ах), те Аи В 
у 


2 Е 
суть некоторые постоянные, а «== ‘би ИМИ > › если 4 =2яи. Ноесяи 


я = 0 при я = 0, то очеивидно А ==0. Если 2==а п ф при х ==0, чо оче- 
видно В = а. 
Отсюда решение будет: 


РЕ т 
и А . 
и == ве х эп (==-/ — ЕЕ - (2). 
а 
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261. Положим, что точка Г движется по криволинейному пути РО. 
пусть АР==л, ВР==у, 


Не м & 
си -- скорости по направлениям ОХ в ОУ, 
Ч а 
4% 12) 

= ускорения по направлениям ХХ и ()}. 
ИЕ ав 


Пусть ОР=», ВОР=0, хе со 0, у 
— гп 6. Ускорение и скорость Р в каком-либо 
направлении можно получит тем же способом, но- 
тарым мы пользуемся при разложении сни. Так, ско- 


эость в направлении 5 будет {ег 104. 
ах ау _ 
с030 ` зш@ . ть 
Ё , р. ИЕ (0), 
‚ = направлении РТ, которое составляет прямой тго1 с ®кырегь будег 
%. Чу 
—... 518 с0$ 0 Ге р 
а Ви ( 
хех 
Дифференцируя х н 4, нак функции перемевоых о ий как ыы = 
ет. 
ба ь 
— с050 п (: ) —зшю 0 
а 
Чу’ Е", 
мы получим 605 В — нп 0 — ; „(9% 
а Ч рой 
4 т ь . 
= > в -рг 6086 . (4) 
. р | 
@! 28 
Решая (3) и (4) относительно их - ве ПИхОи и 
ит Й 
а и: эф ‚ 
ь со 6-9 тв а 17) 
ар @ 
96 т аи 
го = 510 #0 . (6) 
“ и 27 о! 
На основании (1) и (2} мы закшочаом, чте сить вирь ь паправае- 


(С 


99 я 
нии ОР, ат 2 есть скорость в направлении 27. Некоторые читатели конечно 


подумают над этим вопросом. 


Теперь, ‘если мы сложим ускорения по направлениям ОР ни РТ тэк же, 
как мы это сделали со скоростязи, и если мы снова продифференциртем (3) и 
(+) по 2, то найдем: 
. 19 


к мо пхправаению и и Е т 1% н ; 
. . 1 Г ‹ 
в Кор пу Ш? _ у . 
Ты ореале по мопрнимиюиию РР’ ЭЙ г гей. . вы 
р _ : И ы 
39 49° р уе ии 
мт МЫ (5) ый р-на (> 


й. 4 и Не и 
О, [9 ас дот <= 410). 


=! 
ме ая ИТ, О 
_ | Отордд ускорение в паюрууаонии у |й ати без омиего добзиателинстя Ме 


| 


_ казАкяь очмашамым), будет у 
т: ГАО Тм р 
, —. | 0% 
у ме |9 
й уволен" по направаиноь РА 
< В ра" 7 4 ири а (1 ыы т ем (19 `, | 
ВУ р МУР По "Ну и - . 


и обыкиойрила айсиьойусй №, Оо очезедио озилузее деву оачиизаь, Е 

| у ^ 

1% * 
 бощезащут № севуиху радиусом обктороя; (12) ори? ад т 
„а 

> 3 Е 
_, 469. Цуавних '20 осназ пбублаеливаитиит депхварв, сггь центральная 
_ сила, провадулие ц падраихееми РО, продстаезалишщев ниситорую Кунео 
правжии / (7); пе пдбилот У боеы в Ржу м (у 5 маеву ме поличто 7 тогд8 019]. 


№ г 
— буаег равпо п; 13.5 р постоаиной. инале гиворя, А — постоланй, ^ Отодан 
. * 


миаует, 170. вод эзаяалея аниеразьтув соты радоуо вегтир оногп вает в раакые 
ета равгые пакайнойи, а р. 
‚ Нрираввивая ми (7) час, учнииелао» пи ускопейие в. напууцодуями Ва > 
_ мы пезучих - й 


| 0? ал ‚ 
д ДУ ( И к ИАА 
в р 
Пот 7 # постоянно. Так ках г есть функция 0, то 
3 Ф 
и У ох и ИР й .. й (Я в 
со” ош т о Дер (м) И . 


. 
_ И мы можем воспользоваться атими величинами, чтобы нскаютить # из {13). 


ь Если мы обозвамим г через 5. то (13) примет более простой вил 
= ЧАИ . 
- (г) Ви (==) =... 
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и’ ^ маи ом”, с, 9. прюитшоние ионениютея образно #1 
1 ы из 
И стваени разхазяния, 0 ` м ЕТ 
| й 
" ‚= 
Умии Е к н патогрирея, обзучуч 
и Е: 
(м №—1 „№ 
Таж, напримею, полоуе м, дымы обратно пропорционально ввадратам 
рае “аа и!) 0%”; [14) позучи’ 19% 


Рай } и будет и 010 В 
ето. кожет п | 
И . | 1 к а] ТЕ 
7 ПОГызеРОГ Сечения э 1 ОТО \, да 
фе Вид воннчееясго сочония зат чо $ Угловий 
110) даст изн зоеможиоть при ‘данном виде траектории майн зивии 
ВилНяючой силы, обуслорливяунтуей” ее. 'Гок, если частица опис ЕЙ 
под эличинном пратяжовия, ъоетай в прувтая ат т цезгру, чо легки У ИА 


что сплин шиичарния пропероиинальвиь ра чт. Неу ничето легус, ии найти 
трасхторию, оз дан мздобный закон. Так. аваи сали нропорциомисьна 63. 
0 ее проевщея во ось х-о» пропорциональна г п проияция на ось и--с3 про 
порппональна +. Шли написать выражение для тпкорений по этим Еаправле- 
ниям, то легко найти. то по ним будут совершаться две прогвые гармониче- 
ские двищення равиого перпода, & сложениг этих движений цаст, как низиестно, 
движение по эллипсу. оли притяжение подчиняется закону обратиых кубов 


: а Ён а 
или /(”) и п, то (14) примет вил т. к пн: 
сли И по, и 4206 | ва 

Я а", +. 


Соли 1—1. В, 0 Аз 0 | В соз 0, — уравнения, дающие со- 


нершенво различные решення в зависимости т начальных условий движения. 
16* 
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263. Нсли х = гс0$60, у -кям6, н если и веть функция х, то г будет 
функцией 0; если и есть функция хи 9, то оио будет также фуикцией ги 6. 


Чи Чи 
Выразить ( =} и ) в функции полярных коордпиат г и 6. 


(х аи. 
а ан ах Чн\ Чу 
Е и , 
а Е Я 1 
полагая @ постояивым, и 
(в анх Ах ал чу 
(в) =; = п (+ 


гринимая № ностоянное 7. 


ах : а 
Но 26: если ух постоявио, = 31 6, т если * постояиво, ==*с03 8, 
3» 


фи : 
если -8 постояино, = с0$ 6, др если 0 постоянно, = эт 0. 


: й Ге 
Принначен в (№) и (2) за неизвестные (5. и (С и решая эти 


уравнения, иаходим 


(4) = со. (узо. (а) 8). 
и) = 10. (,)-5 10036. ее р УрО 


Я 2 
Заметим, что в ( а») скобки означают, что у предноложено прн днфферен- 


цированин ностояниым. 


ан 
В ИЕ предпоножено постоянным [2 


а. а. 
Постушите © а ы -. в (3) н (4), так же, как вы поступили © ®, и 
> 4х “у 
@*% фи 


определите т= и а Даже при самом тщательном отношении к делу всего 
могут проскользнуть ошибки, и потому самая полезиая практика будет та, когда 
каждый шаг будет тательно обдуман. Доказать, что 

и и т 4 и , 

бк т ау ага" 90 ' а < 


264. Иногла для определения положения токи в пространстве мы, вместо 
х, У и 2, пользуемся координатами э, 9 и 9. Вообразим, что цеитр земли на- 
ходится в точке О (черт. 105). 07-— земная ось, ОХ линия, периендику- 
лярная в ОЙ, при чем плоскость 2ОХ проходит через Гринвит, ОУ — ливия, 
периендикунярная в обеим предыдущим лиирям. Положение точви Р опреде- 
деляется х—- ее расстоянием от плоскости 20У, у— расстоянием от плоске- 
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ин 2ОХ и 2— расстоянием ее от экзаториальной плоскости ГОХ. Пусть 
будет ОР расстояние точки от О. Пусть»о будет западная долгота, или угол 
между плосвостямн РОЙн ХОЙ, или, есни @-— основание перпендикулара, опу 
шевиого из Р из ХОУ, то ф есть угол ООХ. Пусть 0 будет допоннение шн- 
роты или угол РОЙ. Теперь для всякого, знающего практическую геометрию 
легко видсть, что, проведн на чертеже линии так, чтобы угол ОВО был прямой, 
а. следовательно, ФА = ун ОЯ-==х и приниман во внимание, что угол Р09О 
прямой, мы получим, что 1—7 510. с05®, т==т5т 0.5, 8==7с0$ 0. 
Если ч есть даниая функция 2, у и 2, она может быть выражена, и в зависи- 
мости от х, 9 и ф помощью соответствующих подстановок. Прекрасных упраж- 
ченпем может послужить доказательство, того, что 


Чи 6050. созфай чп аи 


—. —5110с05: 
ах в 


ы г 40  гэп@ а” 
аи .__ | 6030. зтзаи . сое @и 
ор О, т Л 4 'гушб" Фр ' ‚ 
аи ор аи уп 9 аи 
4 аг г @4` 


Черт. 105. 
1 Заметьте, как легко привыкнуть пропускать скобки, ознама ющие частиое 
дифференцирэвание. 

Студент средиих способностей не будет иметь терпения, а может быть и 
не ‘умеет сделать достаточно аккуратяо вывод следующего соотношении 
Ги бо и 9 Ри, 1 Фи 24 р с010 би 
1х? ду’ т 92° г т г208 КР * 0" Гр г 90 

Это соотношение пмсет весьма большое практическое значение. 


ТАУ. 


265. Основавнем дия многих правтнческих работ служит хорошее зва- 
комство с уравнением 
ро ‚Фи тай 
тат а 


гле Г есть время. Например нам приходится решаль уравнение (1) в аздачах. 


ть 
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висаюниЕхся ювоциности теплоты, ссли п в температура, ви в случи 


чи = 
маи юсть заектричеений ини магиитний потенциал; или потенция 


Ш 
етиростн в гидродинамике. 
(1) Обыкковенио пизрут 118: 
1 
$ 1 90 
и Е . 2). 
Ш е 


Уравкевие (А) дает вам ту форму. которую принимает 5-м. котла, оно 
выражено в зависимости от координат ›, И и 9. - 
_@и ти 2ай  с00 ан 


а га г м 


На чо. 


266 Студентам предлагается разработать самым тщательным образом вех 
лады следующего длииного првыера. Чем больше времеии будет употреблеяо 
ва эго, тем лучше. Этот пример заключает в себе всю суть теории зонально- 
сферических гармонических функций, столь полезвых в практических 3718 
чах по теилоте, матветизму, электречеству, гидродниамеке н тягстеиив. Всаян ий 
залисит 01 $, 10 мы виога ниюем (2} в форме 


аи 4 [4 52 ЛА и 


г у ЗАЛ 
ре аг г Ш 9% ИИ 
ри тои а функция времени №, ии 0. Студепт лоза ъроверить, согяуена ли 
ке фитикута 6 (2%. 
чи 
Пожииать, что всли з_— № уравнени“ чолучи“! вах 
= 7”, 
229 ежа Чи Ч :). 
< 4? к 356 | 
Пуиробуев, нет ан решения того уравиевия вида -=ЮР, Где РК в 
фуакиия толька х, а Р’ есть Ффунеции только 0: в эком случаг мы име“м 
вю  2г ЧЮ Ах ОНР 
— «ой СЪ 


Ват пя ртов 
Заесь левая часть уравнения содержит эслько Г без 0, а празая толь" 8 
г г Салоповалальио, важдая из них должиа быть равеа пог оявисН величие. 


Налоним вту постеяивую (“`, тогда будзм иметь 


ел’. 2аю 5 
ТТ 2 - (4). 
ое ЧР 

\ $ "=> 0 8. 
102 + с0 и РЕ 4 : . 


Здесь есть только одно стравичивающее условне. касающееся велитнны ©, 
поторая должна быть одиа в т& же для (4) п (5): тогда произведение двух Ве- 
рвий даст величиву, удовлетворяющую ураввевию {2). Для миогих таствых 
зифферевциальных уравневий решения получаются подобвым ебразом в ви29 


- = НС —; 161 — 


р прлазаедьний. Есть бесчисленное множество н пругих решечий, по для нас 
ний имеют большое правтическое эначевне. 
Таким образом решечие частного длифференциально уравнения (1; мы 
привели к решению двух обыжновенных дифферевценаьных урз*неаий (4) и 
'^). Помощью проб мы ваходим одно решение (4), именно, /’, и длт этого слу- 
чая имес”ся метод (“м. п. 283\, ва пеновавии которого м0::40 получить общее 
оешение 
. р 2 кре (6), Г 
_ еб т 19 -- 1): ве 109290 убедиться, пто 151 удовлегворяех затих урав- 
нению. Правомая го же Св (5) и полагая соъ 9 в, мы колучаем уравненве, 1 
называемое уравнеияем Лежлидра, просгое линейвое ураввение Э-ко порядка, 
ЧР! 
(— ит ти- ПРО а 
ом 9, ©), 
Теперь мы находим удобным огоаничить тедичиву 71. Пусзь т -— поло- 
кательное Мелое число; пробуем, не будет ли решение (7) выражаться в форме 
Р пт Аы- Чье Е Аз -Рыт © 
Пбозначья ет г) или Р_ (0, вайлем слолующие решения 
Ру 1, аи ж%® — 0, Р, (ош ван т 1 
- р, (в) 3 еб и = >: Ри (№ и Уи, ЕЛИ 7 = 8, 2 ие ] 


ы" 5, 6044 3 = 4- 


М——-—— 


|3 остилежгь будет прекрасвым упрожнением нычаслоои” этих величин 
ча Р. Ман членик собтаввли таблицы величин Ро, Р,Рь и 1 д. 


у 19-0 до 60- 180°. Сы Ргосвзофиез ог Ше Рвузгса! 
х впнорн 14, | ю Тода, где лоты опыт 1 эня для приме- 
` позин зонельвых гармонических фунслий при релоии пра гих задач. й 
; .. * 
ГАким образом ма вяз, 17а 
— | Р. я : 
ИН | | Зиля аси ЫО зав.ро9иескоЯ И 
Г ®, удовлетворяющие 11] в еше пявботорм, огранизиваюнии у 
В болваиунетвя случаев ирихаан ЧъБЮ си ТЕ ЧАРПЫ Ш 
ПЕ птаубать поле иехомс решепие 
И дибвый золипиннм раскупочранныеыея п настоящей веите 06 этом реле 
те?" лам Этот чпражнения, которое моли служить оронрусяым примером 
его ди рерзв прави и 


(5) обыкоовевао палытисгоя об’емной зональной гармоннческой функ- 
цией п-й степени. а Р, (@) называется поверхностной зональной гармони- 


ческой функцией т-й, степени. 


267. В: иногих татачах сесное движелие и омрает ||уикиией только вре- 
мени. а г означает расстояние непоторей точки от вом: в ‘пом соучае прихо- 
дитея искать решения уравнения (1). воре иприяимлег вид - 

Ри 14 Тан 


*'’: м хм {® 
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Как и раньше, предположим, что решенне имеет вил 


ОЙ а я * 7 (=}- 
тде А есть функция тизьео › а 7 функция тольхо 7. <) принимает вид 
т р т а. 1 вЧГ 
7: . сх и” 


Делим на ВТ, 


149, алай алаг А Е 

Вы бе — = 207 - Е т ты 

О Гат 7 положну сы поетоянио: 

ат 5» 
Тотда эт == пля 12 РЕ кр 

или = бе * м в м4 

где.’ — произвольное циотоянее. Тенерь мы делжим [шить урожниер 
@^ . 1аю н ; 
} таг " | 


Пусть х ила (4А примет вид 
28 14498 
у и. —0 


Предположим, что решение (5) будет иметь вид 
Ю—=1- Ах р Ба + 0 -- Ри Е Ре Ом ит. Мы вай. 
дем, что А=-С = Е = @ =, и что 
х = хб "т хз 
27 т 24? 234268 ' 22426282 
Этот важный ряд впервые был применен Фурье, хотя н носит имя Бе’ 
селя. Он назвам функцией 7егой Вез5е|, н для обозначения ее употребляется 
символ :% (х). Изланы таблицы, которые лают возможность для любого значе- 
ния ^ найти „Ло (лу. Таким образом Ю = Х (и?) булет решением (4), а опт 


и = Се У (9 У РЕ ; 


будет решеннем (1) Решение (1), требуемос в практических задачах обыкно 
венно состанляется пз суммы членов, подобных (7), в которых различные ава- 
чения р и С выбираются соотвотствеино заданных тезовням. 


ВЕ 


268. В линейном диффреренцияльном уравнении 

= Чу 
= ы м 
Чат Чх © г п. 
тде Ри @ суть функции х, если мы зиаем одно частное решение, положит, 
}==х, т0 мы можем найти и общее решение. 


Подставни у — "и, тогда получим 


Р я Г 
м [5.2 ие. ‚ 12) 
© 


эн ® © И 
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ь Чи 
Обозначая ре а и", получим (2) в внде 


Или 


или ри 


Тавны образом, мы находим общее решение 


Ве-р ле т, „у з ЗеРУЕ 


где А и В произвольные постоянные. Даже, если правал чим» уравнения (17 
пе нуль, вышеуказаннал подставовко далт возможность найти рещение, есля ® 
пудет решенне для Того случая, когда правая часть есть нуль. 
Чекий пример: Одно решение уравнения ` 
| 


Найтн общее решеняе. 
34665 Р*-6, так шо / Р д —\— 0. 


@: 
Отсюда у — Всозах-- А созах / —_, во, 
‚/ с05* ах 

КА 1 

ип как - 5  ^ ва“ 
/ со а 8 

10 общее решение будет 

Всозах -- Сзтах 


Улражнение. Помошью пробы мы находим, что и— х” будет одно из ре- 
ремений уравнения. 


42 Г . 
ы аа 2 сти Ру -0 (ом. п. 260), 
= и: 
Показать, что общее решение будет * Ах” - к 
® ы 


Упражнение. Помощью проб мы находим, что +-=6“” будет одним из 


о, 
у» 


решепий уравнения 42у: показать, чхо общес решение будет 


у 


у—— Де“ + Вет 


Уквиеномие. Мы видели, что в = Р„ | вель одно и решений уравие- 
ния Лежанлоц п. 250, завалать. пто и = АР. (в) |- ВО, (р\ бет общия рэ- 
нением. тре чея 


Чо. 


9 =Р (и | е ьз[Ё | 


0, (#) наи ©, пмалимася поверхностной зональной гармонической функ- 
циеи второго рода 


Упросюненые, Ми видели. что (5 было одним пз решений уравнения 
Бесселя 151: Азат, чта обе пошеиио есть ДЛО ть ВК (5. тле 


Е / Бе 


п 

Кох) названо функцией Сего Веззе! второго рода. 

269. Проводимость тела. Положим, что тело, преднолагаемое однородным. 
имеет плоскую и жерхность -ЁВ. Нели в точке Р, нахозящейся на расстоянии ^ 
от АВ, темиералура г, и мы предположим, что темпералура одинакова во всех 
кочках, в насикагти. прохолящей через Р и параллельной АВ, (т. ©. мы ры 


омалтривиеы позе» исток тепла. проходящий под прямым углом к плистости 48) 
и если —  обжь миличина повытиения тамиориууры иэ сантиметр длины | 
а 

р ;# 
гочан Р, тагля илображаег полачеетно тенлотыь, протгозиаощее п вии 
через квизритиый соячтивиар паощалн РО, в направленин увели- 
чения 4. Ги резеление А — теплоироводпости. Мы можем - 

* К постозлным. Е езть количество теплоты, иро- 
сеаучах через квадратный сантьмотр, вогд» темпера- 2 
тур гране! ни 1. Положим, ча РФ п точиости еее Е 
площаль раните № Петчоит ъиТВУет И таков улет поток 
шрюход* рее 1. пнаня тия, я Куво будет зпамени Г: 5 
и другой иросхисти, котом олетонт от изоевостн АВ па рагстоя- 
о 
ни \ Заметим, что —- зо фувеция омем © х 
= УРУТ рыть" у га у ит ь ` 
ля ве4 иг *, тогда 00`63 РОТ» уч ‹ Черт, ЦИ 
Кунлу кравчество теииоты 71а’) и отазет | (1 
На 

Нь 1 8х) И Их) 

то коДюжение вонемио будет эбеодютно верно толь в этом блузие 
если 64 иредполатаитей Обигранично убывающих 

а 
Чаким обраюл мы приходим и зайчюченнию, что — 1 ей (\) получаетси 
А Е 


эб’емом РОТ5 в секунду, а эта равно 


2. 9 ‚0 а 
— 8^ 9—8.) или вк 


155 


Но об’ие ривен ТМ йе, н, если чё озпачие" вее вубическото сантиметра 
й плота или количество теилоты, требуемие хла того, чобы 
уру единицы ивса ‘ба бдин гралуе сели { есть времи н 


а + ет удел 
поднять темлеф 
светлых, 


.й 
ЧЕ 


также дет изначаль доличество теплоты, получаемпе и сеетиау данным 
об’емох, Отобда 
вые 
вое Ар 
или СА. #50) 
ие" „в. 


Это есть основное уравнение в зазачал, пасаницихея тепле призодимости. 
На изучение его. стоит потратить много времени и тру. Подобным же образия 
мы ирихилам в основным уравнениям и в итектричестве и тядродинамнке. 

Вели погов не огравненинея олним нанравлением, 22 мы дожжны полт- 


чить уриснение {7} п. 265. — части назыниетоя рассеянием тепла в вещисуие, 
5 
и ибуталанаея гречесхой буквой ›; 305 мель теплоемкости езнвицы вб’еыя 
ношествя 
4% 10 
Налаиреи |1) те ” 8 [4 
о 
229. ‘диться, Ма решелый ‘мото уровнемря Гесчигаенние МИ 
ресто, но №6 вами ель тоаьбо рлни, ботарие УдивАРо "аствий 14 
Представны себе, что. сред аеритууа © дбры мего — © (58 пжно ха 


гупература пловата эя пуль, так аа0 в налпи вычислении эхидят золько р; 
Икти зомгорахур) а эт 


Рей Е З20 пай а 9 0 Аи 


вогл завуй лзменения тРАПерагуйы 


периодичесцих ппасиеиий в 3 ишегоящее 
уеслезовали цика пиченення лезперахуры нара к 
тииаро паре вой чатены, и знаем, “10 с, доста точной точнистьта 


Пане 
УАТЕСЬН 


ег ЧИ 


ь я 
Ир у 


нростралотне ти 


о рис паезето иолно принять & ростоло гармонцческоео вия ния 
ий пы пермохуческий закон за во привал, ан воегая привелем паи к выря- 
эению. састищему п: изжюных эпумт чаенов, п, собловатесьно. вое сяожный 


случай лего моссет бмть няучея. Рассматравая ъееьма пскные процессы, 
Тгорые пропихолит в цилнидре пару машины, мы прихидим в заключению, 
0 сакон спрос гармонического изменения температуры ка поверхности 
мегалла воолис мижот выть принят за основание паших иыволов. Далег мы 
цредиолатает, лто, хая колебания температуры на поверхиости металла зяа- 
Аильзю метре колебаний темперзтуры пара, однако они приблизительно про- 
порциопальны и потому мы принимает © пропорциональным колебанием тем- 
пературы пара. Можно сыло бы не принвмать в рагчет воду, конденсирую- 
щуюсн внутри цилиндра, на стенках ето й на клапанах,. предполагая, чо эта, 


водь сама собой независимо нагревается й охлаждается; это нагреванне и 
охлаждение происходят с отромной быстротой, и, чем меныше воды, тем лучтие, 
‘ам быстрее происходит обращение ее в пар- Но рядом с эми процессом 
происходит ещо то, что поверхнохтный слой этой воды на стенках цилиндра 
дерствуе” на металл в том смысле, что, увеличивая а, прибльжает величину 
нолебаний его температуры к величине колебаний техиературы пара. Принятое 
пами 2 сапачиют число оборотов машины в секунду. о 

Представляя себе подобным образом эту задачу, мы на основании {2} 1 
›й5 прнхоцим к выводу, "то для тч бой точкн и в любой момент 


А ча (кие \\ =). м 4) 


Таково булег решение для того саучая, вогла имеется неопределенного 
№'2ма масса, огракиченеля с оной стороня слоенастью- Оно будет "прибли- 
зительно верно для цилиядра с тольтыми стенками, ес паружная температура 0 
Релн же наружная тезпература равна 7’ и тохщива стевки.равна 6, то нах 


г 


пужно только првдать в выражению (4) исличину у, к. Здесь обгаружинаетон 


ншание паровой рубашки, которое является тем болышны, чем выше тепло- 
ироводность металла. Парован рубашка также влияег и на уменытение воли» 
ны а. Следует тщательно изучить результалы, вытекающие из данного злее ь 
уравнения (4). В любой точке, иаходащейся на глубине 2 в течение каждиге 
оборота машвны происходит ис закону простого гармонического движения повы- 
шение и падение температуры; но пределы колебаний се тем ниже, чем мы 
глубже возьмем эту точку. Заметим также, что чем глубже, тем больше запаз- 
дывание фазы. Все это можно было наблюдать на термометрах, варытых 
в землю в Сгаве!о Оцату в Эдинбурге. Наблюдалнсь пзменення темнера- 
туры во 1-х, и период времени, состоящий из 54-х часов и в0 2-х, в годовой 
первод; мы приведем здесь годовые перноднческие взменения как средний ре- 
‘’зульгат из восемнадцатилетних наблюдений. 
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Наблюдения из глубине 24 фут, произведенные в Са!юп НИЕ в Эдин- 
бурге, дали наивысшую температуру 6 Января. 
Определим теперь пл (4) количество теплоты, протекающей через один 


[2 
кнадр. езвтиметр; т. е. вычислнм для некоторого момента величину — Ё Ях! 
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_ ПЕ 


зЙ. 
обозначим = черезер <, тогда 
а 4 о 
а 9 эт (2жиё— ах) —вае 0$ (2 — ох), 
умножая это па—, мы получим, что при х = 0, т. е на поверхности стенкк 
4» й 1 =` 
ы) — -{ Ааа [91 27 -Р с0$ Э= == 20 У 2 эп (2=ы-|- 1 | 
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на основании п. 116. 


Здесь будет знак — для той половины периода, когда теплота течет 
внутрь металла, и знак для второй половины пернода, когда теплота, течет 
из металла, Найдем, какое количество её протекает внутрь металла; оно 
должно быть равно количеству тенлоты, выхекаклцей из металла. Очевидно оно 
равно 


ве | "озтекиг. "== а И м. = р 
о - 


Таким образом, ово обратно пропорцнонально квалратному корню и: 
скорости вращевня машины н прямо пропорционально колебанням темиературы. 

Здесь мы имеем простой, точный математический результат; не трудно 
понять, как вм можно воспользоваться для решения какой либо задачи, 1 
которой явленвя будут более сложвы. Этот вывих дает нам приблизительне 
понятие о проиохолящих процессах. Таким образом, мы можем сдезать вывод, 
что скрытая ленлоти, теряехая Паром, бывает меньше, когда имеется паровая 
рубашка. н когда производится осушение пара; потеря ее пропорциональн» 
зелнчиве яолефаний температуры пара, стешени впуска пара, и обратяо и]о- 
‘Порпиональва квадратному корню из скорости. По всей пнероятности, самых 
лучшум снособом для узевынення ея бьзо @ы смешение пара с некоторой 
частью воза, горючаго газа или какого либо пара, мевее способного кондон- 
сироваться, Чем модявой лар. 

Если бы тиесто одного чнена пз ряда Фурье мы принялн несколько чле- 
нов, то приза бы к результату, это количество потеряпной парсы теплоты за 
один оборог поршня равно 


й (ь+, 4: И» 


ут г | 
11 при чем = 


тде 9, — пимользия температура, 6, температура пара юрн выпуске его, *— 
отношение. заря щее степень впусфа пара, № — чведю оборотов в минуту. 
А — площазь Чиння, би с постоянные, велвчина которых завнсит от типа 
эалиины и т устроиства приспособнений для осушения п паровой рубалшки * | 


*) Вязность. Гояззжким, что некоторый плоский слой жидкости дашягется со скоростью $; сде 
дующий параллельный ему слой экидкостн, пахзолящиюся от ного вв разстоняои 5%, движется со сво- 
ростью э-- вв в том же ваправлении, тогда тангенцивльное усшлие на единицу поперечного сечения, 

22 а: 
которое необходимо приложить, чтобы воспрепятствовать движению этого слоя, будет № 5, или В, 
где р. — нязкость жидкости. 


Пример 1. По трубке круглого сечепия движется экпдкость, при чем скорость ее паралдель- 
нал оси трубвн, равна © в точках, отстоящих от оси на расстояции 2. Выяснить условия равневееня 
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1). -. целое положительное число, то нужно разложить в рад, пере- 


множить и нитегрировать по чшенно. 
2). Полагаем а-- 6х” =", если же этого мало, то 


3). Нолатаем ах "Е Ь=у“. Эта постановка также может не дать лег- 
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972. Решения уногих задач по физине получаются в виде певоторых 
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